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Durant la de`cada dels noranta es va iniciar el proce´s de liberalitzacio´ de la majoria dels mercats ele`ctrics
europeus. Concretament l’any 1996, seguint l’exemple dels Estats Units i del Regne Unit, la Unio´ Europea
va adoptar les lleis que obligaven als estats membres a comenc¸ar un proce´s paulat´ı de liberalitzacio´ dels seus
mercats ele`ctrics, el qual es va iniciar, en la majoria de casos, a partir de l’any 1998. Anteriorment, poques
o inclu´s nome´s una u´nica empresa controlava tots els aspectes del mercat ele`ctric, des de la generacio´ fins
a la distribucio´. Amb aquesta onada de canvis i noves regulacions, els mercats han passat a estar formats,
actualment, per membres tan diversos com empreses generadores, empreses distribu¨ıdores o consumidores i
l’operador del mercat. Les empreses generadores ofereixen perio`dicament una certa quantitat de produccio´
a un preu segons l’estrate`gia de la companyia. D’altra banda, les empreses distribu¨ıdores o consumidores
realitzen ofertes de compra segons una certa previsio´ de la seva demanda. Per a realitzar ambdues classes
d’ofertes, les empreses, actualment, consten de previsions hora`ries del preu i de la demanda.
No obstant, en els mercats liberalitzats va guanyant forc¸a, en forma de volum de negoci i liquidesa, el
mercat de futurs. En aquests mercats, es pot negociar la compra-venda d’electricitat per un per´ıode que
pot anar des de la propera setmana fins a tot l’any segu¨ent. El mercat OMIP, el mercat de futurs comu´ a
Espanya i Portugal, e´s un clar exemple. Aquest mercat e´s el de refere`ncia a tota la pen´ınsula ibe`rica i e´s el
context d’aquest projecte.
Les empreses ele`ctriques tenen en compte diverses variables per a valorar el preu de l’electricitat i, alhora,
valorar el preu dels contractes que poden establir en els mercats de futurs. Una de les variables me´s importants
e´s la volatilitat del subjacent, e´s a dir, de l’energia ele`ctrica. Aquest e´s el concepte analitzat en el present
projecte. Cal remarcar la importa`ncia de la volatilitat en la gestio´ d’una empresa ele`ctrica en a`mbits tan
diversos com els segu¨ents:
• Implementacio´ i avaluacio´ de models de valoracio´ de derivats
• Estrate`gies de mercat i cobertura
• Formacio´ de cartera de valors
• Ca`lcul i gestio´ del risc
1.2 Motivacio´
El mercat ele`ctric e´s un mercat relativament jove, amb una regulacio´ poc madura. Aquesta joventut es
reflecteix en la recerca acade`mica, ja que fins fa poc temps no es va iniciar la investigacio´ en me`todes de
previsio´ hora`ria de la demanda i del preu del pool1. La bona previsio´ d’aquestes dues variables e´s fonamental
per a l’optimitzacio´ de recursos i beneficis de qualsevol empresa del sector. No obstant, u´ltimament, amb
l’entrada en vigor de diversos mercats de futurs, els quals cada cop estan dotats de me´s liquidesa, una nova
variable pren me´s pes en la cobertura de les empreses ele`ctriques, la volatilitat. Tot i ser poc abundants, ja
hi ha alguns documents que tracten sobre la previsio´ de les dues variables me´s importants actualment en els
mercats de futurs, el preu i la volatilitat.
1El pool, juntament amb day-ahead market, e´s una altra manera d’anomenar el mercat majorista d’electricitat spot.
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En aquests moments, les te`cniques emprades per a la previsio´ del preu ele`ctric so´n mu´ltiples i molt variades.
En canvi, els me`todes de previsio´ de volatilitat es poden classificar en dos grups. En primer lloc, els que
empren els residus generats en la previsio´ del preu i, d’altra banda, els que usen altres variables del mercat
com la demanda, els recursos h´ıdrics, la produccio´ eo`lica o l’ofertat total. No obstant, en ambdo`s casos,
aquesta volatilitat prevista s’usa per a calcular intervals de confianc¸a per al preu o quantificar la incertesa
de mercat.
Aquest projecte tracta del desenvolupament i comparacio´ de diversos models condicionalment heterosceda`stics
a curt termini. A partir d’un dels models de previsions del preu mig diari de l’empresa Alea Business Software
(AleaSoft), s’analitzaran els residus que genera aquest model i es comprovara` si els residus so´n vola`tils o no.
Seguidament, en el cas de prese`ncia de volatilitat, es construiran diversos models per tal de modelar, e´s a dir,
estimar i preveure, aquesta volatilitat. Els principals models que es provaran pertanyen a la famı´lia GARCH
i a la famı´lia Stochastic Volatility (SV).
Per a tal efecte, s’empraran els softwares usats al llarg de la formacio´ acade`mica. S’ha utilitzat el Microsoft
Excel [28], el Minitab [29] i el R [30], ba`sicament. El tercer ha estat el programa me´s usat, ja que s’ha usat
per a programar i executar la majoria de rutines. Concretament, les rutines implementades pel professorat de
l’assignatura de Ana`lisi de Se`ries Temporals i Previsio´ referents al filtre de Kalman i els models SV han estat
a`mpliament utilitzades i en alguns casos modificades. Tanmateix, pels models GARCH s’han usat rutines
tambe´ de R que el mateix professorat posa a disposicio´ de l’alumnat. Finalment, pel model Spline-GARCH
s’ha dut a terme la programacio´ en R de la rutina que estima els coeficients o`ptims del model per ma`xima
versemblanc¸a i que, seguidament, permet estimar els valors de volatilitat.
1.3 Objectius
L’objectiu principal d’aquest treball e´s realitzar un estudi de models condicionalment heterosceda`stics
aplicats al mercat ele`ctric espanyol. Consequ¨entment, tambe´ s’espera trobar i desenvolupar un model que
permeti l’estimacio´ i previsio´ a curt termini dels valors de la volatilitat del mercat spot.
Els mercats financers so´n on me´s s’usen els models dissenyats per a estimar la volatilitat. El gran volum
de negoci que mouen els mercats borsaris incita a fer recerca per a aquestes dades u´nicament. Els rendiments
de la gran majoria de cotitzacions d’empreses o ı´ndexos so´n soroll blanc i presenten volatilitat, per tant,
directament, aquests rendiments so´n les dades a usar per estimar la volatilitat subjacent.
No obstant, en els mercats de commodities com l’electricitat el volum de negoci e´s molt me´s petit. A
me´s, el preu del mercat spot presenta estacionalitat, per tant, per a poder treballar amb la volatilitat,
primerament, s’ha de construir un model ben ajustat per al preu. Per aquestes dues raons, la majoria de
models condicionalment heterosceda`stics encara no han estat provats amb dades del mercat ele`ctric espanyol.
La prese`ncia d’estacionalitat implica que s’hagin d’utilitzar els residus del model de preus com a input
dels models en lloc dels rendiments financers. Per tant, cal notar que les se`ries financeres presenten certes
caracter´ıstiques com exce´s de kurtosis, cues pesades i agrupacio´ dels per´ıodes de volatilitat que s’hauran de
comprovar en les dades del mercat ele`ctric. D’aquesta manera, s’estudiara` l’actuacio´ d’aquests models en
transportar-los al mercat ele`ctric. La proposta d’aquest projecte es centra en els objectius segu¨ents:
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• Comprendre el funcionament del mercat spot i el mercat de futurs, per a emmarcar adequadament el
contingut del projecte.
• Recollir i analitzar dades suficients del pool ele`ctric espanyol per poder dur a terme els assajos dels
models.
• Recopilar la implementacio´ de models de previsio´ de volatilitat a curt termini.
• Analitzar els resultats obtinguts amb cada un dels models.
• Comparar el comportament i l’ajust dels models seguint diversos indicadors.
1.4 Estat de l’art
Fins fa uns 30 anys, tota la recerca en les se`ries temporals es centrava en el moment de primer ordre
o mitjana. L’augment de l’importa`ncia tant del risc com de la incertesa com a variables en els models
econome`trics de presa de decisions, va fer que s’inicie´s el desenvolupament de te`cniques per modelar el
moment de segon ordre o varia`ncia.
En el 1982 sorgeix el primer model de previsio´ de volatilitat. Engle [11] va presentar el model ARCH
(Autoregressive conditional heteroscedasticity). Seguidament, es van anar presentant diverses variants del
model ARCH, el me´s famo´s dels quals e´s el GARCH (Generalized autoregressive conditional heteroscedasticity)
que va ser publicat per Bollerslev [4] en l’any 1986.
D’altra banda, hi ha un altre grup de models, els de la famı´lia SV (Stochastic Volatility). Aquests van
dissenyats per Taylor [26] en primer lloc l’any 1986 i posteriorment desenvolupats per Harvey, Ruiz i Shephard
[15] l’any 1994.
Tots dos grups reprodueixen les propietats t´ıpiques de les se`ries financeres pero` difereixen en la manera en
que` es defineix l’equacio´ que modelitza la volatilitat. En els models ARCH, la volatilitat es considera una
funcio´ lineal dels quadrats de les observacions anteriors de la se`rie i del seu propi passat. En canvi, en els
models SV, la volatilitat e´s una component no observable el logaritme del quadrat de la qual es modelitza
mitjanc¸ant un proce´s lineal autorregressiu.
Aquestes dues famı´lies so´n les me´s conegudes i ba`siques i qualsevol me`tode usat en l’actualitat parteix
d’alguna d’elles. Els derivats so´n mu´ltiples, des de la combinacio´ de splines amb el model GARCH, me`tode
que s’analitza en aquest projecte fins a l’u´s de memo`ria llarga en me`todes SV (LMSV Long Memory Stochastic
Volatility).
Els estudis del mercat ele`ctric espanyol so´n me´s recents, ja que la liberalitzacio´ es va iniciar el 1998. En els
inicis, la recerca es va focalitzar en la previsio´ del preu horari del mercat spot. Alguns articles que pertanyen a
aquest grup i que han estat consultats so´n els estudis de Garc´ıa-Martos et al. [13] de l’any 2007, de Jaramillo
[16] de l’any 2003 i de Lasheras [19] de l’any 2001.
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Me´s tard, van comenc¸ar a apare`ixer els primers articles on, conjuntament amb el preu, es feien previsions
de la volatilitat. Com que mentre es produia el creixement del mercat espanyol tambe´ es desenvolupaven
altres mercats ele`ctrics, hi ha gran varietat d’articles en aquest camp. Alguns exemples de com incorporar
la volatilitat als preus ele`ctrics so´n els articles de Albert et al. [1] de l’any 2000, de Bunn et al. [6] de l’any
2003, de Contreras et al. [9] de l’any 2005 o de Leo´n y Rubia [20] de l’any 2001, on aquestes dues u´ltimes
publicacions es centren en el mercat espanyol.
Una altra branca de recerca, encara me´s recent, relacionada amb el risc en el sector ele`ctric investiga en
estrate`gies o`ptimes de trading. Un dels articles de refere`ncia en aquest camp e´s el publicat per Bunn i Oliveira
el 2006 [7].
1.5 Organitzacio´ del projecte
El treball s’organitza de la segu¨ent manera. En el cap´ıtol 2 es resumeix la histo`ria de l’electricitat i del
mercat ele`ctric a Espanya, des dels inicis fins a l’actual mercat ibe`ric.
En el cap´ıtol 3 s’explica el funcionament del mercat spot a Espanya. Des del mercat diari on es concentren
gran part dels contractes, fins a mercats intradiaris, secundaris i terciaris. A continuacio´, es fa una breu
comparacio´ entre els diferents mercats europeus spot per, finalment, introduir la necessitat de fer previsions
de volatilitat.
En el cap´ıtol 4 es porta a terme una ana`lisi de les dades. El cap´ıtol esta` separat en dos apartats, el primer
fa refere`ncia al preu i el segon als residus que genera l’equacio´ del preu i que consequ¨entment s’usen per a
l’estimacio´ de la volatilitat.
En els segu¨ents cap´ıtols es presenten els diferents me`todes analitzats. Per a tots els models, l’estructura
seguida e´s similar. Despre´s d’una presentacio´ del model, els coeficients so´n estimats. Seguidament, els
residus estandarditzats obtinguts s’analitzen per a valorar la bondat de l’ajust, tot usant diversos indicadors.
Finalment, es mostra la volatilitat estimada segons el model estimat.
Concretament, en el cap´ıtol 5 s’introdueixen els diferents models de la famı´lia GARCH (ARCH, GARCH,
IGARCH i EGARCH) i es comparen entre ells. En el cap´ıtol 6 es presenten els me`todes de la famı´lia SV.
Concretament, s’estudien els models ARSV i RWSV. Finalment, en el cap´ıtol 7 s’introdueixen els splines
per a presentar i analitzar el comportament del model Spline-GARCH.
En el cap´ıtol 8 es mostren els resultats derivats dels cap´ıtols anteriors. Primerament, es comparen els
valors previstos de volatilitat per cada model amb els valors d’una variable proxy. A continuacio´, s’analitzen
els residus estandarditzats per contrastar les hipo`tesis assumides. Finalment, es comparen gra`ficament els
valors estimats i previstos de volatilitat de cada model. Per concloure, amb totes les eines presentades en el
cap´ıtol 8, es redacta la conclusio´ al cap´ıtol 9 amb la qual finalitza el treball.
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2 Histo`ria del mercat ele`ctric espanyol
2.1 Inicis i desenvolupament
Durant els 157 anys que han passat des de que en el 1852 el farmace`utic barcelone`s Francesc Dome`nech
fo´s capac¸ d’il·luminar la seva botiga, el sistema ele`ctric espanyol ha anat evolucionant fins a l’actual estat de
regulacio´ i normativa. Ha estat un per´ıode farcit de canvis i evolucions marcat per raons tan diverses com la
Guerra C´ıvil, l’evolucio´ de la demanda o el bloqueig internacional durant la postguerra. En un breu resum
cronolo`gic, es destaquen els segu¨ents esdeveniments.
En l’any 1881 es va fundar la primera empresa ele`ctrica espanyola. Va ser Francesc Dalmau i Faura,
juntament amb el seu fill, qui va crear la Societat Espanyola d’Electricitat a Barcelona. Durant les dues
u´ltimes de`cades del segle XIX es van anar il·luminant gradualment diversos llocs pu´blics i seus de grans
empreses espanyoles, pero` amb l’inconvenient de que les centrals generadores havien d’estar properes als
centres de consum, degut a l’u´s de corrent continu.
Amb l’entrada al segle XX, la capacitat de generacio´ i transport d’electricitat a Espanya va canviar total-
ment degut, principalment, a l’aparicio´ del corrent altern. Aixo` va comportar, per exemple, la construccio´,
el 1909, de la primera gran l´ınia ele`ctrica de 240 km i 66000 Volts. En aquells moments, les centrals es
dividien en les de generacio´ hidrau`lica i les te`rmiques i el canvi de tipus de corrent va comportar un gran
desenvolupament en les centrals hidroele`ctriques. Aix´ı, el 1930 hi havia una capacitat instal·lada de 1154
MW i el 81% de la produccio´ provenia de la generacio´ hidroele`ctrica.
Durant els segu¨ents 15 anys, degut a la Guerra Civil, a la II Guerra Mundial i al bloqueig que va patir
Espanya, el creixement de l’equipament ele`ctric va ser gairebe´ nul. Davant d’aquestes condicions cr´ıtiques,
el 1944 es va crear UNESA, formada per les 17 empreses me´s importants del sector que representaven me´s
del 80% de la produccio´ total. El seu principal objectiu va ser unir esforc¸os per minimitzar les despeses i
garantir uns beneficis mı´nims, pero`, alhora, se li va atribuir l’obligacio´ de construir me´s xarxa ele`ctrica i dur
a terme el manteniment.
El 1951 el Govern va aprovar un nou sistema de tarifes que unificava el preu arreu de l’Estat. Aixo` va com-
portar un augment dels beneficis de les empreses i un gran desenvolupament de les centrals hidroele`ctriques
i te`rmiques durant els anys 50, 60 i 70. A me´s, la creixent demanda s’anava satisfent amb la construccio´ de
noves l´ınies i les primeres centrals nuclears. Tal era el creixement, que el 1969 es va aprovar el primer Pla
Ele`ctric Nacional que planificava la construccio´ de futures centrals. No obstant, aquest pla va haver de ser
modificat degut a les dues crisis del petroli (1973 i 1979).
L’any 1985 es va crear Red Ele´ctrica de Espan˜a, S.A. (REE) i va suposar la nacionalitzacio´ de tota la
xarxa de transport. Aquesta empresa tenia l’obligacio´ de gestionar el servei pu´blic d’explotacio´ unificada
del sistema ele`ctric nacional. Tres anys me´s tard, es va aprovar amb encert el ”Marc Legal i Estable”que
era, ba`sicament, un nou sistema tarifari per tal de regular els ingressos de les companyies subministradores
d’electricitat, bastant mermades en els anys anteriors degut a la forta inflacio´ i a les baixes tarifes fins al
moment fixades.
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La integracio´ total en el marc de la Unio´ Europea, la qual es va produir a principis dels anys 90, juntament
amb l’estabilitat econo`mica van provocar una e`poca de sanejament amb possibilitats d’expansio´ a altres
pa¨ısos. Aquests anys van ser els primers dels gegants del mercat ele`ctric espanyol tal com es coneixen
actualment, Endesa i Iberdrola.
Vora l’any 1995, va comenc¸ar a prosperar el concepte de liberalitzacio´ dels mercats ele`ctrics arreu d’Europa.
Cal esmentar que a Espanya, en aquell moment, continuava sent vigent el sistema de tarifes aprovat el 1987,
que es basava en una tarifa fixada pels consumidors i un repartiment tambe´ fixat entre els integrants del
sector.
2.2 Liberalitzacio´ del mercat
Basant-se en una resolucio´ aprovada per la Unio´ Europea, la qual obligava a tots els pa¨ısos membres a
liberalitzar els seus mercats ele`ctrics abans de principis del 1999, el gener 1998 es va iniciar aquest proce´s
a Espanya. Amb aquesta mesura s’aconseguia mantenir regulades les activitats de transport i distribucio´,
donada la seva caracter´ıstica de monopolis i alhora, es liberalitzaven i diferenciaven les activitats de generacio´ i
comercialitzacio´. D’aquesta manera, s’evitava que cap societat pugue´s exercir alhora dues activitats diferents;
e´s el que es coneix com a desintegracio´ vertical.
A me´s, es pot remarcar que la liberalitzacio´ va comportar uns quants esdeveniments me´s:
• Lliure creacio´ i entrada de noves empreses en el sector, tant nacionals com extrangeres.
• Possibilitat de dur a terme transaccions bilaterals entre demandants i oferidors.
• Creacio´ de l’Operador del Mercat amb la missio´ de gestionar econo`micament el mercat. OMEL (Oper-
ador del Mercat Ele`ctric Espanyol) e´s qui te´ aquesta funcio´.
• Creacio´ de l’Operador del Sistema amb la responsabilitat de la gestio´ te`cnica de tot el sistema ele`ctric.
E´s REE qui s’ocupa de mantenir en bon estat la xarxa de transport i d’alta tensio´.
No obstant, a la pra`ctica, l’any 1998 aquesta liberalitzacio´ va afectar nome´s als grans consumidors d’energia
(consum anual superior a 15 GWh), ja que disposaven de total llibertat per escollir l’empresa generadora.
La resta de consumidors, en funcio´ del seu consum, gradualment, van anar adquirint aquest dret.
2.3 Situacio´ actual. Mercat ibe`ric
Al llarg d’aquests u´ltims anys, des del 1998 fins a l’actualitat, s’han dut a terme molts canvis regulatoris i
legislatius per tal de dotar el mercat de les caracter´ıstiques t´ıpiques i esperades d’un mercat ele`ctric liberalitzat
com, per exemple, justa compete`ncia o liquidesa. El patro´ a seguir e´s el Nord Pool escandinau, on s’ha arribat
a negociar un volum equivalent a set vegades l’electricitat que es va acabar consumint o a l’EEX (European
Energy Exchange) on s’ha negociat cinc vegades la produccio´ real.
Fins a mitjans del 2007, el mercat va continuar evolucionant pero` a nivell nacional. En canvi, l’1 de juliol
de 2007, despre´s d’unes negociacions comenc¸ades el novembre del 2001 i formalitzades el juliol del 2006, es va
crear el Mercat Ibe`ric d’Electricitat. El MIBEL va constituir una iniciativa conjunta dels Governs de Portugal
i Espanya, representant un important pas en la construccio´ d’un mercat intern peninsular d’electricitat.
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D’aquesta manera, qualsevol consumidor de la pen´ınsula ibe`rica pot adquirir energia ele`ctrica, en un entorn
de lliure compete`ncia, ja sigui origina`ria d’Espanya o de Portugal.
La creacio´ d’aquest nou mercat, va comportar la fusio´ o la formacio´ de nous operadors, ja que Portugal
tenia els seus respectius operadors de mercat i de sistema. Aix´ı doncs, es va crear l’OMIP (Operador de
Mercat Ibe`ric d’Energia), de manera que es va separar en dues parts, el pol espanyol que s’ocupava del
mercat spot (diari i intradiari) i el pol portugue´s que es va fer ca`rrec del mercat de futurs. Tot i aixo`, en un
futur, esta` previst que es formi l’OMI (Operador del Mercat Ibe`ric) que actuara` com a controlador tant del
mercat diari com del de futurs.
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3 Funcionament del mercat
3.1 Mercat diari
Des de l’1 de gener del 1998 es realitza dia`riament i per a cada hora la cassacio´ d’energia que sera` consumida
l’endema` i e´s gestionada per l’operador de mercat que actualment e´s l’Operador del Mercat Ibe`ric d’Energia
- Pol Espanyol, S.A.. L’objectiu del mercat diari e´s primordialment ser transparent i que el preu fixat en ell
reflecteixi el cost real de l’energia. El mercat diari e´s el me´s important pel que fa a volum de transaccions
i, a me´s, tots els agents registrats com a venedors i totes les unitats f´ısiques disponibles han de presentar
ofertes, excepte si han acordat vendre la seva produccio´ mitjanc¸ant algun contracte bilateral o so´n de re`gim
especial2. Per a realitzar la subhasta es presenten una se`rie d’ofertes de compra per part de les empreses
distribu¨ıdores i comercialitzadores i un grup d’ofertes de venda per part de les empreses generadores. Totes
aquestes ofertes consten de dues variables, la quantitat d’energia (MWh) i el preu (cC/kWh). D’aquesta
manera, s’ordenen les ofertes de venda de menor a major preu i les ofertes de compra de major preu a menor,
tot donant prioritat a qui demana menys preu per l’energia i a qui e´s capac¸ de pagar me´s per ella. La corba
de venda e´s mono`tona creixent i la de compra mono`tona decreixent. Prenen valors entre 0 i 18.03 cC/kWh
(ma`xim imposat per l’operador de mercat). El punt de tall d’aquestes dues corbes marca el preu de cassacio´
i la demanda casada del dia D+1 a l’hora H, sent avui el dia D. Aquest preu e´s el que es pagara` a totes les
ofertes acceptades de generacio´ produ¨ıdes per l’hora subhastada. En la figura 3.1 es pot veure un histograma
de la quantitat ofertada a cada preu (en vermell ofertes de venda i en blau ofertes de compra) en un dia i hora
concrets. A la part esquerra, de color vermell, es poden apreciar les ofertes de venda a preu 0. E´s l’energia
Figura 3.1: Histograma de les ofertes del dia 3-6-2006, hora 1. (Font: AleaSoft.)
generada que s’ha de vendre a qualsevol preu, com e´s el cas de l’energia nuclear (f´ısicament, a Espanya e´s
impossible parar i reiniciar la generacio´) o l’energia generada en re`gim especial. A la part dreta, hi ha les
ofertes de compra a preu ma`xim. So´n ofertes de les empreses distribu¨ıdores i comercialitzadores que s’han
d’assegurar l’electricitat per satisfer el consum dels seus clients. La corba de les ofertes de venda que es pot
2El re`gim especial de produccio´ d’energia ele`ctrica e´s aquell que, com a complement del re`gim ordinari, s’aplica a Espanya a
l’evacuacio´ d’energia a les xarxes de distribucio´ i transport procedent del tractament de residus, de biomassa, de recursos hidr´ıcs,
de l’energia eo`lica, de l’energia solar i de la cogeneracio´. El re`gim especial esta` regulat de manera diferent del re`gim ordinari.
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observar a la figura 3.2 esta` ordenada creixentment segons el cost que te´ la font d’energia usada per generar
l’electricitat sumat al cost del CO2, en el cas que es produeixin emissions d’aquest gas. En la gra`fica 3.2, es
poden observar les dues corbes que formen la cassacio´ del dia tres de juny de 2006 a la hora 1.
Figura 3.2: Cassacio´ el dia 3/6/2006 a l’hora 1. (Font: AleaSoft.)
En el cas de la imatge, la demanda casada esta` al voltant dels 22.000 MWh i el preu de mercat (o preu
marginal) va ser 4.25 cC/kWh. Tots els agents de mercat que tinguin la seva oferta a l’esquerra de la l´ınia
vertical blava veuran satisfetes les seves ofertes. Tota l’energia comercialitzada cotitzara` al preu de mercat o
marginal.
La part grisa de la gra`fica 3.3 fa refere`ncia a la demanda no satisfeta.
Figura 3.3: Cassacio´ el dia 3/6/2006 a l’hora 1. (Font: AleaSoft.)
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Aquests ofertes no casades van ser emeses per agents de mercat que volien comprar a un preu me´s baix del
que va acabar produint-se. Ana`logament, hi ha ofertes de venda que no han casat degut a que els generadors
havien de (o volien) vendre l’energia massa cara ja que tenien un cost de produccio´ major. Un cop ha finalitzat
el mercat diari i analitzats tots els contractes bilaterals que s’han exercit, l’operador del sistema avalua la
viabilitat te`cnica del programa de funcionament de les unitats de produccio´ per a garantitzar la seguretat
i la fiabilitat del subministre en la xarxa de transport. Un esquema d’aquest proce´s es pot consultar a la
figura 3.4. Cal remarcar que els agents que volen negociar energia en els mercats intradiaris, nome´s poden
participar-hi si han presentat alguna oferta en el mercat diari.
Figura 3.4: Esquema del procediment de cassacio´. (Font: AleaSoft.)
3.2 Mercats intradiaris
E´s un mercat d’ajustaments on els agents ja coneixen informacio´ no disponible en el mercat diari, com per
exemple, una avaria no programada d’una unitat generadora. A me´s, qualsevol agent registrat pot actuar
de comprador i venedor. Per exemple, si la previsio´ de demanda d’una empresa distribu¨ıdora ha disminuit
des del tancament del mercat diari, aquesta empresa necessita vendre energia que ha comprat anteriorment.
Aquesta energia pot ser comprada per altres distribu¨ıdores o comercialitzadores que necessitin me´s energia que
l’adquirida en el mercat diari (possible causa: parada no programada) o per un grup generador que recompri
part de l’energia que ha venut anteriorment. A difere`ncia del mercat diari, els generadors i distribu¨ıdors no
estan obligats a participar en el mercat intradiari. Aquest mercat esta` organitzat en sis sessions com es pot
observar la figura 3.5. Una informacio´ me´s completa es pot consultar a la taula 3.1.
3.3 Altres mercats i regulacions
La cassacio´ en el mercat diari no te´ en compte les limitacions de la xarxa de transport. Considera que
qualsevol pla de generacio´ e´s viable per a qualsevol pla de consum. En realitat, tant la generacio´ com
el consum estan localizats geogra`ficament i la capacitat de la xarxa de transport no e´s infinita. Com a
consequ¨e`ncia, qualsevol programa de generacio´ no garantitza un subministre fiable per a qualsevol programa
de consum. Per a resoldre aquests problemes, REE gestiona els segu¨ents processos:
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Figura 3.5: Horitzo´ temporal dels mercats intradiaris. (Font: AleaSoft.)
Propietat Sessio´ 1 Sessio´ 2 Sessio´ 3 Sessio´ 4 Sessio´ 5 Sessio´ 6
Obertura 16:00 21:00 01:00 04:00 08:00 12:00
Tancament 17:45 21:45 01:45 04:45 08:45 12:45
Cassacio´ 18:30 22:30 02:30 05:30 09:30 13:30
Horitzo´ de progr. 28 h (21-24) 24 h (1-24) 20 h (5-24) 17 h (8-24) 13 h (12-24) 9 h (16-24)
Taula 3.1: Estructura del mercat intradiari. (Font: www.omel.es.)
• Regulacio´ Secunda`ria: Per a cada hora del dia segu¨ent, REE estableix les necessitats de reserva se-
cunda`ria, e´s a dir, la pote`ncia (MW) que de forma automa`tica, i gairebe´ instanta`nia, ha de poder
ser incrementada o redu¨ıda. L’objectiu d’aquesta reserva e´s fer front als canvis bruscs de generacio´ o
demanda respecte els valors programats. No existeix l’obligacio´ d’ofertar en aquest mercat i no totes les
unitats generadores so´n capaces d’ofertar aquest servei. El producte que es negocia e´s la capacitat de
pujar o baixar generacio´, i e´s retribu¨ıt per dos conceptes: disponibilitat (banda) i utilitzacio´ (energia).
L’assignacio´ de les necessitats es fa usant les ofertes presentades pels grups generadors, pagant el mateix
preu, el qual correspon al de l’u´ltima oferta acceptada.
• Regulacio´ Tercia`ria: El seu objectiu consisteix en restituir la reserva de regulacio´ secunda`ria quan
aquesta hagi estat emprada. E´s una reserva -capacitat d’augmentar o disminuir la produccio´- de temps
de resposta major que la regulacio´ secunda`ria. Per a poder prestar aquest servei, els grups generadors
han de poder modificar el seu nivell de produccio´ en menys de 15 minuts i han de poder mantenir el nou
nivell de produccio´ almenys durant 2 hores. El producte que es negocia e´s la variacio´ de pote`ncia que
e´s possible aconseguir en un temps ma`xim de 15 minuts i que pot ser mantingut, com a mı´nim, durant
2 hores consecutives. Totes les unitats generadores capaces de prestar aquest servei estan obligades a
presentar ofertes. Quan es produeix una desviacio´ de cara`cter permanent entre generacio´ i demanda,
l’operador de sistema fa u´s d’aquesta reserva, donant instruccions de modificar els nivells de produccio´
als grups amb ofertes me´s econo`miques fins a satisfer les necessitats, rebent les unitats que han prestat
el servei, i nome´s aquestes, el preu de la u´ltima oferta de regulacio´ tercia`ria usada en l’hora.
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• Gestio´ de Desviament: el seu objectiu e´s resoldre els desviaments entre la generacio´, per avaries en els
grups, i el consum, si la demanda casada no coincideix amb la prevista en el termini que transcorre
entre el tancament de cada sessio´ del mercat intradiari i l’inici de l’horitzo´ d’efectivitat de la segu¨ent
sessio´.
3.4 Mercat ibe`ric
Com s’ha dit anteriorment, el MIBEL e´s el Mercat Ibe`ric d’Electricitat format per Espanya i Portugal.
El fet que Espanya i Portugal comencessin a compartir mercat spot a partir de l’1 de juliol del 2007 no va
implicar cap canvi en el funcionament del mercat diari, intradiari ni secundaris. Aix´ı doncs, l’u´nica difere`ncia
e´s que, actualment, en la presentacio´ de les ofertes, es comptabilitzen juntes les presentades pels agents dels
dos pa¨ısos i es forma una u´nica cassacio´. No obstant, l’existe`ncia de restriccions f´ısiques en forma de capacitat
ma`xima en les connexions pot produir un fenomen conegut com a Market Splitting. En aquest cas, com
diu el seu nom, hi ha separacio´ de mercat. Aixo` es produeix quan la capacitat de transmissio´ entre Espanya
i Portugal assoleix el ma`xim. En realitat, el que succeeix e´s que han casat ofertes de venda d’Espanya
(Portugal) que s’han de consumir a Portugal (Espanya) i aquestes ofertes espanyoles (portugueses) superen
en quantitat el l´ımit de la connexio´ entre els pa¨ısos. Consequ¨entment, es formen dues cassacions diferents,
una per a Espanya i una per a Portugal.
A part del mercat spot, el MIBEL tambe´ esta` format per altres mercats, com per exemple, el mercat de
futurs. Esta` organitzat, actualment, pel pol portugue`s i inclou transaccions d’energia amb entrega posterior
al dia segu¨ent al de la contractacio´. A me´s, aquests contractes es poden liquidar per difere`ncies o per
entrega f´ısica (al mercat spot nome´s es pot liquidar per entrega f´ısica). Ambdo`s mercats estan controlats
per CNE (Comisio´n Nacional de Energ´ıa), CNMV (Comisio´n Nacional del Mercado de Valores) (organismes
espanyols) i ERSE (Entidade Reguladora dos Servic¸os Energe´ticos) i CMVM (Comissao do Mercado de
Valores Mobilia´rios) (organismes portuguesos). Aquests mercats regulats amb garantia de subministrament i
pagament contrasten amb els mercats no organitzats sense ca`mera de compensacio´, OTC (over-the-counter),
on s’acorden contractes bilaterals entre els agents de mercat i que poden ser tant de liquidacio´ per entrega
f´ısica com per difere`ncies.
Detalladament, els contractes bilaterals es poden classificar en diverses categories.
• Contractes bilaterals f´ısics: El venedor es compromet a proporcionar al comprador una determinada
quantitat d’energia a un preu pactat pre`viament.
• Contractes per difere`ncies: El venedor esta` obligat a pagar al comprador del contracte la difere`ncia
positiva entre un preu de refere`ncia (preu del mercat) i un preu d’exercici (preu del contracte), a canvi
d’una obligacio´ rec´ıproca si la difere`ncia e´s negativa.
• Contractes de futur: El comprador esta` obligat a comprar electricitat i el venedor a vendre-la al preu
pactat pre`viament. Es pot liquidar per difere`ncies, e´s a dir, que no hi hagi cap traspa`s d’energia i
nome´s es pagui la difere`ncia moneta`ria.
• Contractes d’opcions: El comprador paga una prima per tenir l’opcio´ (no obligacio´) de comprar (call)
o vendre (put) electricitat a un preu pactat pre`viament (preu d’exercici). Aquest contracte tambe´ es
pot liquidar per difere`ncies.
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• Contractes a preu variable: El comprador i el venedor acorden intercanviar un volum d’energia a canvi
d’un preu variable que pot estar indexat a un preu de refere`ncia, com per exemple, el barril de Brent.
• Contractes amb l´ımits superiors i/o inferiors: contracte mixt on hi ha un preu fix (l´ımit superior i/o
inferior) i un preu variable que no pot excedir del l´ımit fixat.
En el mercat de futurs, hi ha productes setmanals, mensuals, trimestrals i anuals. En tots els contractes es
pot escollir si es negocia ca`rrega base (168 hores setmanals) o be´, ca`rrega pic (de dilluns a divendres de 8 a 24
hores). En el cas d’incompliment de contracte (relacionat amb obligacions financeres o de subministrament),
com a qualsevol mercat, existeix una cambra de compensacio´, que en aquest cas s’anomena OMIClear. A
la figura 3.6 es pot observar el preu que es va negociar per als diferents productes el dia 18 de setembre del
2008.
Figura 3.6: Preus dels diferents productes del mercat de futurs el dia 18 de setembre del 2008. (Font:
www.omip.pt.)
Un mercat liberalitzat de qualsevol commodity ha de ser de lliure participacio´, competitiu i estar dotat de
liquidesa. A tals efectes, el Govern ha hagut d’anar introduint nova legislacio´. Amb la missio´ d’augmentar
la liquidesa del mercat de futurs va impulsar subhastes de venda i compra d’energia a mitjans del 2007, les
conegudes com a EPE i CESUR.
La subhasta EPE (Emissions Prima`ries d’Energia) e´s d’estacionalitat trimestral i es porta a terme des
de l’1 de juliol del 2007. Es basa en el concepte VPP (Virtual Power Plant), que significa que l’Estat
obliga a Endesa i Iberdrola a posar a disposicio´ dels agents capacitat virtual mitjanc¸ant Emissions Prima`ries
d’Energia de la segu¨ent manera. Les dues principals companyies realitzen emissions consistents en opcions de
compra d’energia fins a una pote`ncia hora`ria determinada, executables durant un per´ıode prefixat (trimestre,
semestre i any) que s’entregaran a un preu conegut i que en per´ıodes superiors a l’any podra` indexar-se al
cost dels combustibles. A me´s, el producte ofertat se separa en dues classes diferents, en producte de ca`rrega
base (totes les hores del dia) i ca`rrega pic (hores amb me´s demanda, e´s a dir, de 9 a les 24 hores).
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Els agents qualificats que participen en el VPP proposen la prima o preu que estarien disposats a pagar
per aquell producte. El preu va augmentant fins que oferta i demanda casen. Els agents amb alguna oferta
casada disposaran d’energia a un preu X durant el per´ıode demanat i durant les hores del dia acordades. E´s
important remarcar que si es te´ la intencio´ d’usar aquella energia s’ha de comunicar dos dies abans de fer-se
efectiva la generacio´.
D’aquesta manera, un generador ven part de la seva capacitat de generacio´ a nous entrants, sense que aixo`
impliqui un canvi de la propietat de la central. Permet l’acce´s a nous agents a la capacitat de generacio´
existent i limiten l’exposicio´ al risc dels generadors mitjanc¸ant el pagament d’una part de la seva capacitat
a un preu fix obtingut en la subhasta.
La funcio´ principal de les VPP e´s mitigar el poder de mercat d’Endesa i Iberdrola. E´s un instrument
regulatori que permet limitar el possible poder de mercat dels grans participants i augmentar la liquidesa.
Al principi, IBM (International Business Machines) facilita i gestiona l’aplicacio´ informa`tica del desenvolu-
pament de les subhastes i Deloitte actuava com a a`rbitre. No obstant, Deloitte va ser substitu¨ıt per MEFF
Euroservices S.A.U.(MEFF) com a a`rbitre en la sisena, setena i vuitena subhastes. Aquestes s’han produ¨ıt
en el setembre i desembre del 2008 i marc¸ del 2009, respectivament. Els preus finalment casats per a les
diverses subhastes realitzats fins al setembre del 2008 es poden observar a la taula 3.2.
SUBHASTA DURACIO´ PREU BASE PREU PIC
1 Trimestre 20.00 C/MWh 23.10 C/MWh
1 Semestre 20.12 C/MWh 20.87 C/MWh
1 Any 21.88 C/MWh 28.67 C/MWh
2 Trimestre 11.84 C/MWh 10.01 C/MWh
2 Semestre 16.02 C/MWh 27.31 C/MWh
2 Any 17.63 C/MWh 36.42 C/MWh
3 Trimestre 12.83 C/MWh 21.51 C/MWh
3 Semestre 10.02 C/MWh 17.45 C/MWh
3 Any 9.48 C/MWh 16.65 C/MWh
4 Trimestre 17.00 C/MWh 34.00 C/MWh
4 Semestre 17.70 C/MWh 36.66 C/MWh
4 Any 17.96 C/MWh 40.04 C/MWh
5 Trimestre 19.00 C/MWh 61.00 C/MWh
5 Semestre 19.54 C/MWh 64.38 C/MWh
5 Any 20.18 C/MWh 68.53 C/MWh
6 Semestre 21.85 C/MWh 52.74 C/MWh
6 Anual 18.95 C/MWh 44.35 C/MWh
Taula 3.2: Subhastes VPP realitzades fins al setembre del 2008. (Font: AleaSoft.)
La subhasta CESUR (Contractes d’Energia per al Subministrament d’U´ltim Recurs) es porta a termen
cada trimestre. Impulsades tambe´ per l’Estat, les distribu¨ıdores adquireixen part de l’energia a subministrar
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en els mesos segu¨ents mitjanc¸ant contractes bilaterals per difere`ncies. Poden participar com a oferidors els
productors en re`gim ordinari i especial, les comercialitzadores i els agents externs. L’energia s’assigna per un
procediment de subhastes partint d’una quantitat d’energia a subministrar i d’un preu de sortida, portant a
una reduccio´ progressiva del preu fins a assolir un equilibri entre oferta i demanda.
Els productes que es posen a subhasta poden ser de ca`rrega base o pic, amb un per´ıode d’entrega que sera`
com a ma`xim un any i que ha de ser mu´ltiple de mesos naturals. L’energia adquirida per les distribu¨ıdores








Taula 3.3: Percentatge d’adquisicio´ de l’energia subhastada en las quatre primeres subhastes CESUR. (Font:
AleaSoft.)
Les subhastes so´n realitzades per a una entitat independent designada per la CNE que, actualment, e´s
OMEL.
La subhasta CESUR sempre es porta a terme pocs dies despre´s de la subhasta VPP, ja que d’aquesta
manera els agents que han comprat la possibilitat de generacio´ en la VPP la puguin vendre posteriorment
en la CESUR, si ho troben adequat. E´s una manera de generar me´s liquidesa i moviment en el mercat.
3.5 Mercats europeus
A nivell europeu, els mercats energe`tics amb me´s volum de negoci es troben a Alemanya (EEX), Franc¸a
(PowerNext), Regne Unit (UKPX) i als pa¨ısos escandinaus (NordPool). No obstant, per motius geogra`fics
els me´s importants so´n el de Franc¸a, Alemanya i Ita`lia (IPEX), ja que tenen interconnexions amb molts
pa¨ısos i, alhora, so´n mercats madurs. A la figura 3.7 es pot observar l’evolucio´ del preu mig mensual del
mercat spot dels principals pa¨ısos europeus. La difere`ncia de preus pot ser deguda a diversos factors com,
per exemple, la quantitat de recursos h´ıdrics o les diferents condicions climatolo`giques.
Els mercats de derivats d’electricitat a Europa van sorgir com a resposta a la necessitat dels agents d’estar
prove¨ıts d’eines per gestionar el risc inherent als seus negocis. A me´s, aquests mercats aporten informacio´
(indirectament, faciliten la presa de decisions) als agents sobre els preus futurs a partir de les corbes forward
i, alhora, s’aconsegueix augmentar la competitivitat en els mercats spot.
Les diverses empreses del sector, tan generadores com comercialitzadores, necessiten gestionar els riscs de
mercat que comporten les seves activitats. Aix´ı, els mercats de derivats aconsegueixen que els agents puguin
gestionar el marge majorista entre el preu dels combustibles i el preu de l’electricitat (spark spread), facilitar
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Figura 3.7: Comparacio´ dels preus mensuals realitzats des del 2006 fins a l’agost del 2008 en els mercats spot
italia`, alemany, escandinau, espanyol i france`s. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
la visio´ a llarg termini dels mercats d’acord amb determinats objectius, mantenir un control de risc del preu,
operacional i de cre`dit dels mercats majoristes.
Encara que a Espanya els consumidors industrials espanyols han tingut l’opcio´ de continuar pagant l’elec-
tricitat a un preu pre-fixat, conegut com a tarifa, els grans consumidors a la resta d’Europa han experimentat
augments de preus de forma generalitzada, motivats per l’increment dels preus de combustibles o els costos
dels drets d’emissio´ de CO2, entre d’altres. Per aquesta rao´ han buscat fo´rmules per assegurar un cert preu
en un escenari on els preus dels combustibles destacaven per una elevada volatilitat. No obstant, cal destacar
que a Espanya el dret de romandre a tarifa s’esta` esgotant degut als canvis regulatoris.
Fins a l’actualitat, el volum de negoci en el mercat de futurs OMIP e´s relativament baix. Aproximadament
un 10% com a ma`xim, se sol negociar en el mercat regulat. En canvi, en mercats OTC (Over The Counter)
des del 1999 s’ha negociat un volum molt me´s elevat. Concretament, el ma`xim en mercats OTC es va assolir
el 2005 on els acords van representar el 15% de l’energia comercialitzada. Aquesta contractacio´ bilateral
OTC es liquida, normalment, per difere`ncies. Actualment, nome´s hi estan participant empreses de gran
mida, degut als costos operacionals i d’acce´s. Per a tenir una idea del que es pot arribar a comercialitzar, en
el mercat de futurs escandinau s’ha arribat a negociar set vegades el volum d’energia consumida.
Perque` de moment no ha tingut e`xit el mercat de futurs en el mercat ibe`ric? Per una part, e´s
prec´ıs que hi hagi una clara percepcio´ de risc per part dels agents. El preu spot ha de ser una refere`ncia
ver´ıdica del cost i de la retribucio´ dels participants. L’evolucio´ del preu spot ha de respondre a condicionants
econo`mics i te`cnics (variabilitat d’oferta, demanda, preus de combustibles, recursos hidra`ulics,...) i ha de ser
cre¨ıble, no susceptible de ser manipulat pels agents. D’altra banda, ha d’existir una variable vola`til que generi
incertesa i risc en els resultats dels agents, sent necessari que els agents tinguin diferents perfils i posicions de
risc. A me´s, e´s prec´ıs que la regulacio´ sigui estable en el temps, perque` els mercats a termini o de derivats,
sorgeixen com a resposta a la necessitat de gestionar el risc de preu o volum.
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No obstant, els experts indiquen que comparativament amb els altres mercats de futurs europeus els inicis
han estat molt similars. Per tant, tot sembla indicar que a la vegada que el mercat assoleixi me´s maduresa,
el volum dels futurs negociats anira` augmentant.
3.6 L’importa`ncia de la volatilitat
En els mercats financers consolidats, una de les variables me´s importants e´s la volatilitat. S’usa amb
frequ¨e`ncia per a quantificar la variabilitat del subjacent o el risc d’un producte durant un per´ıode deter-
minat. Actualment, l’ana`lisi de la volatilitat comenc¸a a ser rellevant en el mercat d’electricitat perque` els
participants del mercat que subscriuen contractes derivats estan exposats al risc financer generat per la
varia`ncia condicional del preu. Aquests derivats so´n usats amb frequ¨e`ncia per a cobrir-se del risc associat
a la volatilitat existent en el preu de l’energia, per aixo`, el valor d’aquests contractes depe`n directament
del valor de la volatilitat. A me´s, a difere`ncia dels mercats financers, el fet que l’electricitat no pugui ser
emmagatzemada fa augmentar considerablement la variabilitat del seu preu. Esta` clar que amb l’arribada de
la liberalitzacio´ i la introduccio´ de compete`ncia en el sector ha aparegut un element absent fins al moment,
pero` molt important: el risc de preu o de mercat.
Els traders de les entitats que participen en el mercat de futurs d’energia necessiten tenir previsions del
preu i de la volatilitat del subjacent. So´n dues eines ba`siques per a la gestio´ del risc que seran utilitzades
de manera diversa si negocien productes a curt termini (properes setmanes) o a mig o llarg termini (propers
semestres o anys).
Com s’ha dit pre`viament, OMIP e´s l’operador de mercat a llarg termini i, per tant, e´s el mercat on cotitzen
els futurs, e´s a dir, contractes negociats en el present que comporten una transaccio´ que es liquidira` en un
termini i per un preu conegut. E´s una eina per a cobrir de risc a ambdues parts ja que es rebra` o es
vendra` energia a un preu fixat, evitant aix´ı l’incertesa que produeix la volatilitat del preu de l’electricitat.
No obstant, la liquidesa del mercat que generen aquests contractes no e´s gaire elevada, tot i que, com s’ha
comentat, l’Estat esta` treballant per augmentar-la mitjanc¸ant subhastes d’energia de participacio´ obligada
per a les grans empreses.
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4 Ana`lisi de dades i volatilitat en el context del mercat ele`ctric
4.1 Ana`lisi del preu
En l’ambient competitiu del mercat ele`ctric, el preu de l’electricitat final reflexa la interaccio´ complexa
entre l’oferta i la demanda, dintre d’un marc de refere`ncia que do´na regulacio´ al mercat. Analitzant l’oferta,
cal remarcar que l’electricitat ha de ser generada per atendre la demanda instanta`nia, ja que e´s impossible
emmagatzemar l’electricitat. Aixo` implica que el mercat ha de tenir suficients actius de generacio´ per satisfer
el consum pic durant el dia, a la vegada que alguns d’aquests actius romandran inactius al llarg de la resta
d’hores. Aix´ı, les caracter´ıstiques de produccio´ d’electricitat me´s les limitacions d’emmagatzematge fan que
l’oferta hagi de respondre ra`pidament a les variacions de demanda ja que sino´ es produeixen pics en el preu
que normalment, retornen ra`pidament a nivells normals. A me´s, la diversitat de tecnologies en els actius de
generacio´ comporta difere`ncies importants en l’estructura de costos de produccio´.
El preu de l’electricitat, com ja s’ha dit anteriorment, esta` influenciat per la interaccio´ de l’oferta, la
demanda i la regulacio´. El comportament del preu, no obstant, e´s bastant complex degut sobretot a:
• Variabilitat de la demanda, l’energia eo`lica i la produccio´ hidra`ulica.
• Preus de combustibles variables.
• Incorporacio´ recent del cost de les emissions del CO2.
• Estructura regulato`ria dina`mica degut a la immaduresa del mercat.
• Canvi de la tecnologia que marca el preu: encariment del fuel, disminucio´ del carbo´, augment dels
CCGT (cicles combinats de gas) o variacio´ de l’energia eo`lica.
• Valors extrems degut a la demanda instanta`nia no satisfeta.
Seguidament, s’exposen una se`rie de gra`fiques per mostrar l’evolucio´ temporal de la mitjana dia`ria del
preu, de la demanda casada i la seva relacio´. A la figura 4.1 es pot observar l’evolucio´ des de l’any 1998 de
les dues variables. Cal notar que, com es pot observar en la gra`fica de la demanda casada, a principis del
2006, concretament el dia 3 de marc¸ del 2006, fins el dia 1 de marc¸ del 2007 hi ha una forta variacio´. Aixo`
e´s degut a un Reial Decret Llei (RDL) aprovat pel Consell de Ministres que es coneix com el Montillazo, ja
que va ser proposat per l’aleshores ministre d’Indu´stria, Jose´ Montilla. Amb aquell decret, el Govern nome´s
compensaria a les ele`ctriques amb 42.35 euros per MW en els contractes bilaterals f´ısics acordats per empreses
pertanyents al mateix grup empresarial, mentre que en aquell moment els preus assolien valors al voltant de
70 euros. Arran del RDL, Iberdrola va decidir alterar les seves ofertes de compra i de venta, de manera que
la distribuidora-comercialitzadora d’Iberdrola va deixar de comprar electricitat a un preu superior a un valor
concret ja que tenia pe`rdues degut a que la comercialitzadora sempre ven l’electricitat a tarifa.
Eliminant el per´ıode esmentat en el para`graf anterior es pot observar una forta correlacio´ entre les dues
variables. En la gra`fica 4.2 es presenta un gra`fic bivariant entre el preu i la demanda filtrada (sense les obser-
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Figura 4.1: Evolucio´ histo`rica de la mitjana dia`ria del preu i de la demanda casada. (Font: Elaboracio´
pro`pia.)









Figura 4.2: Gra`fic bivariant del preu (Y) contra la demanda casada (X) (dades filtrades). (Font: Elaboracio´
pro`pia.)
Les dues variables filtrades tenen una correlacio´ de 0.679 que disminueix fins a 0.381 usant la mostra total.
Com demostra l’alta correlacio´, la recta de regressio´ mostrada en la gra`fica 4.2 e´s una primera aproximacio´
prou acceptable tenint en compte les limitacions evidents. No obstant, els me`todes actuals de previsio´ a curt
termini so´n molt me´s elaborats que una simple regressio´ lineal. Poden arribar a combinar valors anteriors
del preu amb altres variables explicatives amb xarxes neuronals per tal d’obtenir millors resultats. La recta
de regressio´ mostrada en l’anterior figura 4.2 e´s la segu¨ent:
PREU = −2.996 + 3.068 · 10−4 DEMANDA CASADA
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No obstant, cal recodar que l’objectiu del present document no e´s fer previsions de la mitjana dia`ria del
preu de l’electricitat, ja que com s’ha dit en la introduccio´, aquest projecte es realitza des de l’empresa Alea
Business Software (AleaSoft), la qual, actualment, ja esta` oferint previsions de preus del mercat espanyol als
seus clients. Per tant, la finalitat d’aquest treball e´s una altra, e´s aconseguir un model acceptable per a la
previsio´ de la volatilitat a curt termini en el preu del pool. Aix´ı doncs, per a analitzar la possible prese`ncia
de volatilitat en el preu ele`ctric, s’estudiaran els residus produ¨ıts per les previsions del preu del model diari
emprat actualment per l’empresa.
El joc de dades utilitzat e´s la mitjana dia`ria del preu ele`ctric entre l’1 de juliol del 2006 i el 19 de marc¸
del 2009. S’ha decidit prendre com a data inicial l’1 de juliol del 2006, ja que e´s quan va entrar en vigor el















Figura 4.3: Evolucio´ del preu mig diari ele`ctric des del 01-07-2006 fins el 19-03-2009. (Font: Elaboracio´
pro`pia.)
En el gra`fica 4.3, es pot observar com a principis del 2007 es van assolir preus molt baixos, mentre que a
principis i finals del 2008 el preu va marcar ma`xims locals. Aquests elevats preus van ser deguts ba`sicament
a dos factors, tot i que el primer va ser molt me´s significatiu:
• El preu del barril Brent va assolir ma`xims histo`rics (arrastrant al gas i al carbo´).
• La produccio´ hidra`ulica va ser inferior a la d’anys anteriors.
Seguidament, s’analitzaran breument alguns trets caracter´ıstics del preu en aquest per´ıode per, a con-
tinuacio´, passar a estudiar detalladament els residus del model que so´n la font d’informacio´ referent a la
volatilitat.
En la taula 4.1 es pot apreciar la mitjana, la mediana, el mı´nin, el ma`xim, la desviacio´ esta`ndard, l’skewness
i la kurtosis del preu mig diari durant el per´ıode seleccionat.
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Variable Mitjana Mediana Mı´nim Ma`xim Desv. est. Skewness Kurtosis
Preu 4.987 4.833 2.238 8.213 1.382 0.247 4.891
Taula 4.1: Mitjana, mediana, mı´nim, ma`xim, desviacio´ esta`ndard, skewness i kurtosis del preu. (Font:
Elaboracio´ pro`pia.)
La desviacio´ esta`ndard del preu esta` clarament influenciada per una estacionalitat setmanal, e´s a dir,
d’ordre s=7. En calcular la desviacio´ s’esta` comptabilitzant una variabilitat que pot ser explicada per el cicle
estacional d’ordre set que regeix les dades. Aix´ı doncs, cada dia de la setmana tindra` la seva pro`pia mitjana,













Mitjana del preu segons el dia de la setmana
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Figura 4.4: Mitjana del preu segons el dia de la setmana. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Dll. Dm. Dx. Dj. Dv. Ds. Dg.
5.129 5.116 5.044 5.063 5.062 4.877 4.615
Taula 4.2: Mitjana dia`ria del preu segons el dia de la setmana. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Visualment, es pot observar com de dilluns a divendres la mitjana e´s bastant semblant, pero` que al cap de
setmana hi ha una tende`ncia a la baixa. Per a confirmar la difere`ncia de mitjana entre algunes parelles de
dies, s’hauria de dur a terme un contrast d’hipo`tesi sobre la difere`ncia de mitjanes en els grups. No es pot usar
un contrast ANOVA perque` les observacions dels diferents grups (dia de la setmana) no so´n independents i
perque` la varia`ncia de les dades no es pot suposar constant. Tot i no desenvolupar-se en el present document,
s’ha trobat un article escrit per Ca´ceres et al. [8] on es construeix una regressio´ per predir els rendiments
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usant com a variables els dies de la setmana i els rendiments de la setmana anterior, a la vegada que la
variabilitat de l’error de la regressio´ e´s variable. Usant aquesta regressio´ es podria contrastar la difere`ncia de
mitjanes.
4.2 Ana`lisi de la volatilitat
Per a analitzar el possible efecte de la volatilitat, s’hauran de calcular i analitzar els residus at del model
pel preu, e´s a dir, la difere`ncia entre el valor real i el valor previst.
at = pt − pˆt
En els mercats financers, per calcular la volatilitat dels actius s’estima directament la variabilitat dels rendi-
ments rt ja que so´n soroll blanc, pero` en el cas del preu ele`ctric, la prese`ncia d’estacionalitat en el preu diari
implica que s’hagi de construir un model per a la previsio´ del preu i que es modeli la variabilitat dels residus
del model de previsio´, en lloc de fer-ho directament de les dades.
Un cop es realitza la previsio´ de la mitjana dia`ria del preu segons el model, es recullen els residus que seran
ana`legs als rendiments que s’obtenen dels mercats financers.
En el rang temporal de dades analitzat, s’han calculat els estad´ıstics que es mostren en la taula 4.3:
Variable Mitj. Des. est. Mı´n. Ma`x. Skew. Kurt. n
Residus 0.006 0.365 -1.348 2.169 0.356 5.957 993
Taula 4.3: Informacio´ estad´ıstica dels residus. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
El model emprat per a les previsions del preu es podria transcriure de la segu¨ent manera.
pt = pˆt + at
at = σtεt
on pt e´s el preu real, pˆt e´s el preu previst, at e´s l’error come`s en la previsio´, σt e´s la desviacio´ esta`ndard
en el moment t i εt e´s una sequ¨e`ncia de variables aleato`ries i.i.d que poden seguir una distribucio´ normal
tipificada o una distribucio´ t-student. En aquesta ocasio´, el valor de pˆt s’obte´ mitjanc¸ant la combinacio´ de
xarxes neuronals, regressions i models SARIMA. Com en tot model, els valors de at se suposen independents
i ide`nticament distribu¨ıts amb mitjana zero i varia`ncia σ2a. En la figura 4.5 es poden observar els residus
generats pel model de previsio´ del preu.
Com es pot observar en la taula 4.3, la mitjana dels residus e´s un valor proper a zero. Realitzant el test
estad´ıstic per a contrastar si la mitjana e´s igual a zero, es pot afirmar que amb un 95% de confianc¸a, la mitjana
pot ser considerada nul·la. Com que no coneixem la varia`ncia poblacional dels residus at, la distribucio´ que
utilitza el test e´s una t-student. {
H0 : µ = 0

























Figura 4.5: Evolucio´ dels residus des del 01-07-2006 fins el 19-03-2009. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
El test retorna un p-valor de 0.6302 i, consequ¨entment, hi ha evide`ncia estad´ıstica per a acceptar la
hipo`tesi nul·la amb un nivell de confianc¸a del 95%. En altres paraules, l’interval de confianc¸a al 95% conte´
el 0. El resultat detallat del test amb l’interval per a la mitjana dels residus amb un 95% de confianc¸a e´s el
segu¨ent.
t = 0.482, df = 992, p− value = 0.63
µ ∈ (−0.017, 0.028)
En la figura 4.6 es pot apreciar un histograma dels residus. Si s’ajusta una funcio´ de distribucio´ als residus
mitjanc¸ant me`todes no parame`trics i es compara amb una distribucio´ normal (color vermell) amb la mateixa
mitjana i desviacio´, com era d’esperar, la distribucio´ dels residus te´ un pic me´s pronunciat que la distribucio´
normal. E´s una distribucio´ leptocu´rtica, cosa dedu¨ıble observant l’exce´s de kurtosis (2.957 + 3) en la taula
4.3.
A me´s, una altra propietat que els residus analitzats comparteixen amb les se`ries financeres e´s la prese`ncia
de cues pesades. Aix´ı doncs, es pot comprovar observant el q-q plot mostrat a la figura 4.7 que la frequ¨e`ncia
de valors at´ıpics en una distribucio´ normal teo`rica e´s menor que la frequ¨e`ncia observada en la mostra.
A me´s, observant l’histograma de la figura 4.6 es justifica el valor de l’skewness o assimetria. Un skewness
positiu (0.3558) indica que hi ha prese`ncia de assimetria positiva, e´s a dir, que la cua dreta de la distribucio´
e´s me´s allargada. Per a comprovar realment la significacio´ del valor mostral de l’skewness, s’ha realitzat el
test d’Agostino. {
H0 : skewness = 0
H1 : skewness 6= 0
El p-valor que retorn el test e´s 0.003, per tant, no hi ha evide`ncia estad´ıstica per a acceptar la hipo`tesi


















Figura 4.6: Histograma dels residus del model. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)



























Figura 4.7: Qq-plot dels residus. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Pel que fa a la normalitat dels residus, s’han dut a terme els segu¨ents tests i s’han obtingut els p-valors que
apareixen entre pare`ntesis: Kolmogorov-Smirnov (0.007) amb un valor de l’estad´ıstic D = 0.054, Anderson-
Darling (1.521 · 10−10) amb un valor de l’estad´ıstic D = 4.242, Shapiro-Wilk (5.063 · 10−13) amb un valor
de l’estad´ıstic D = 0.972. Tots els tests tenen com a hipo`tesis nul·la que les dades segueixen la distribucio´
normal. Vistos els p-valors, aquesta hipo`tesis nul·la no pot ser acceptada.{
H0 : les dades so´n normals
H1 : les dades no so´n normals
Tambe´ s’ha contrastat si les dades seguien una distribucio´ t-student, pero` per a tots els valors possibles de
graus de llibertat, el p-valor obtingut tambe´ era menor que 0.05.
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Una altra propietat a analitzar dels residus del model e´s que no han d’estar correlacionats. Efectivament, es
pot comprovar com es compleix si s’examina la gra`fica de l’ACF (funcio´ d’autocorrelacio´) que es pot apreciar
en la figura 4.8.

















Figura 4.8: Autocorrelacio´ dels residus del model. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Els residus so´n sino`nim de l’incertesa i variabilitat subjacent en el preu mig diari. Sent l’equacio´ del
preu pt = pˆt + at, l’o`ptim seria poder predir el valor del residu at, pero` s’ha vist que no es pot ja que no
esta` autocorrelacionat (figura 4.8). A me´s, tampoc es pot predir el signe d’aquest ja que, com s’ha vist,
µ = 0. En canvi, el que tambe´ podria ser interessant e´s poder preveure el valor d’a2t per a quantificar la
variabilitat dels residus. Per tant, el que es vol comprovar e´s si hi ha alguna relacio´ entre els valors absoluts o
al quadrat de l’error come`s per l’equacio´ del preu, per a poder predir aquesta incertesa. Per tal de comprovar
aquesta relacio´, s’ha d’apreciar en els residus al quadrat (figura 4.9) o en valor absolut (figura 4.10) un ACF
amb alguns retards significatius. Aixo` voldra` dir que quan el model te´ me´s seguretat, en els segu¨ents dies
continuara` tenint-la. Tanmateix, tambe´ es podra` afirmar que quan el model falla (s’haura` de veure si per
exce´s o per defecte) en els propers dies, aquesta inseguretat o incertesa continuara` patent.
Per tant, en les figures 4.9 i 4.10 es demostra el sentit del present estudi. Els residus del model validat que
intenta fer previsions del preu mig diari del pool presenten heteroscedasticitat condicional. Per a intentar
explicar aquesta propietat s’analitzaran els segu¨ents me`todes:
• Models de la famı´lia GARCH
• Models de la famı´lia Stochastic Volatility
• Model Spline-GARCH
Abans d’entrar en detall amb els diferents models proposats, s’analitzaran en me´s detall les correlacions
dels residus per tal de fitar la recerca d’un model que reflecteixi millor les propietats dels errors del model.
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Autocorrelació dels residus al quadrat
Figura 4.9: Autocorrelacio´ dels residus al quadrat del model. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
















Autocorrelació del valor absolut dels residus
Figura 4.10: Autocorrelacio´ del valor absolut dels residus del model. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Una de les propietats me´s destacable que es vol contrastar i que presenten els rendiments financers e´s el que
es coneix com a Leverage effect. Aquesta propietat reflecteix un augment de la volatilitat quan els rendiments
so´n negatius. Te´ certa lo`gica ja que durant les baixades dels preus, entra un pa`nic que no e´s equivalent a
l’alegria continguda que tenen els inversors durant les pujades de la borsa. Per a analitzar estad´ısticament
aquesta propietat es mira la correlacio´ entre els rendiments en el temps t i els rendiments al quadrat o en
valor absolut en el temps t+h amb h > 0. En el cas dels residus del model que s’esta` estudiant, s’ha graficat
aquesta correlacio´ pero` no s’han obtingut retards significatius, com es pot observar en la gra`fica 4.11. Per
tant, es pot concluir que el Leverage effect no fa acte de prese`ncia en els residus de l’equacio´ del preu ele`ctric.
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Correlació entre residus i residus al quadrat
Figura 4.11: Correlacio´ dels residus amb els residus al quadrat. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Per tant, en tots els models on es diferenc¨ıi el signe del residus, com per exemple el model EGARCH,
s’hauria d’obtenir un para`metre no significatiu, ja que no hi ha difere`ncia en la previsio´ de la volatilitat,
segons els residus tinguin signe positiu o negatiu.
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5 Models de la famı´lia GARCH
Els models de la famı´lia GARCH (Generalized AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity) assumeixen
que la volatilitat e´s una funcio´ no lineal de residus passats. A me´s, presuposen que la volatilitat e´s previsible
i aixo` es pot observar en l’equacio´ de σt, ja que no hi ha cap terme additiu en forma d’error. Els models
provats d’aquesta famı´lia so´n ARCH, GARCH, IGARCH i EGARCH. El software emprat per a l’obtencio´
dels resultats e´s R i la rutina utilitzada e´s la GarchOxFit, obtinguda de la pa`gina web pu´blica del professor
Ruey S. Tsay de la University of Chicago3.
5.1 ARCH
L’any 1982, Robert Engle [11] va construir el primer model, anomenat ARCH (AutoRegressive Conditional
Heteroscedasticity), amb l’objectiu de fer previsions de la volatilitat. La idea ba`sica d’aquest model e´s que
l’error at de l’equacio´ de la mitjana e´s una se`rie sense correlacio´ pero` dependent i aquesta depende`ncia pot
ser descrita mitjanc¸ant una funcio´ quadra`tica que depe`n dels valors anteriors. Un model ARCH(m) segueix
la segu¨ent equacio´:
at = σtεt σ2t = α0 + α1a
2
t−1 + ...+ αma
2
t−m
on εt e´s una sequ¨e`ncia de variables aleato`ries independents i ide`nticament distribuides (i.i.d.) amb mitjana
zero. A la pra`ctica, se sol assumir que la funcio´ de distribucio´ de εt e´s una normal N(0, 1) o una t-student
amb ν graus de llibertat tν .
A partir de l’estructura del model es pot observar una de les propietats comentades anteriorment. Errors
elevats en el passat (en valor absolut) provoquen una variabilitat me´s alta en el preu, e´s a dir, un error esperat
me´s alt (en valor absolut). Aquesta propietat e´s semblant a la que es coneix en els mercats financers com a
volatility clustering, e´s a dir, agrupacio´ de volatilitat.
Tot seguit, es presenten les propietats dels models ARCH usant el model gene`ric ARCH(m).






on els para`metres tenen algunes restriccions, les quals sorgeixen a partir de l’imposicio´ de l’existe`ncia dels
moments teo`rics del model.
La mitjana teo`rica marginal de at e´s igual a 0 que coincideix amb la mostral, tal i com s’ha vist anteriorment.
E(at) = E[E(at|Ft−1)] = E[σtE(εt)] = 0
on Ft−1 e´s la informacio´ disponible en el moment t− 1.
La varia`ncia marginal dels residus, suposant εt gaussiana, es pot calcular segons la segu¨ent fo´rmula.
V (at) = E(a2t ) = E[E(a
2










3Web oficial del professor Ruey S. Tsay de la University of Chicago: http://faculty.chicagobooth.edu/ruey.tsay/teaching/
30





Aix´ı doncs, en el cas d’una distribucio´ normal de la variable εt, per a tenir una varia`ncia teo`rica positiva
s’ha de complir que α0 > 0, αi ≥ 0 ∀i > 0 i que
∑m
i=1 αi < 1.
En el cas de suposar una distribucio´ t-student per a la variable εt, la varia`ncia marginal teo`rica dels residus
e´s la segu¨ent.
V (at) = E(a2t ) = E[E(a
2















α0 · (ν/(ν − 2))
1−∑mi=1 αi · (ν/(ν − 2))
Aix´ı doncs, per a tenir una varia`ncia teo`rica positiva, en el cas que εt segueixi una distribucio´ t-student,





Punts febles del model ARCH.
• E´s un model amb restriccions fortes. Pel model ARCH(1), es pot veure que α1 ≤ 13 si es vol que la
se`rie generada tingui quart moment finit.
• El model no aporta informacio´ sobre la rao´ per la que es produeixen les variacions en els residus.
Senzillament, aporta una manera meca`nica de preveure-les.
• Acostuma a predir a l’alc¸a la volatilitat ja que respon lentament a grans valors de at.
Estimacio´ d’un model ARCH. Per a determinar l’ordre del model s’ha d’observar la funcio´ d’autocor-
relacio´ parcial (PACF) dels residus al quadrat. Aixo` e´s degut a que per a una mostra donada, a2t e´s un
estimador no esbiaxat de σ2t . Aleshores, s’espera que a2t estigui relacionada linealment amb a2t−1,...,a
2
t−m com
si es tracte´s d’un model autoregressiu d’ordre m. Observant la gra`fica 5.1 sembla ser que el valor de p podria
ser igual a quatre, set o inclu´s deu, tot i que aquest u´ltim valor e´s considerablement elevat.
La rutina emprada per a l’estimacio´ dels models de la famı´lia GARCH permet usar fins a quatre funcions
de distribucio´ diferents per a la variable εt. Les opcions so´n:
• Distribucio´ normal amb mitjana zero i varia`ncia unita`ria.
• Distribucio´ t-student amb una quantitat de graus de llibertat optimitzada per la rutina
• Distribucio´ de l’error generalitzada (ged) amb una quantitat de graus de llibertat optimitzada per la
rutina.
• Distribucio´ t-student skewed amb dos para`metres optimitzats que permeten definir els graus de llibertat
i la assimetria.
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Autocorrelació parcial dels residus al quadrat
Figura 5.1: PACF dels residus al quadrat. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Tot i que s’ofereixi la possibilitat d’escollir aquestes quatre distribucions, es procedira` a analitzar nome´s les
dues primeres opcions, ja que en la literatura financera so´n les dues distribucions me´s usades amb difere`ncia.
Seguint un ordre lo`gic, primer s’estimaria el model suposant una distribucio´ gaussiana, ja que no s’ha d’estimar
el para`metre de graus de llibertat, com en el cas de la t-student. No obstant, davant la prese`ncia de cues
pesades en les dades, es tem un mal ajust de la distribucio´ gaussiana. Aquest ajust e´s millorable si se suposa
una distribucio´ t-student. Aix´ı doncs, s’ha decidit publicar ambdo`s resultats per tal de facilitar la comparacio´.
ARCH(4) El model obtingut suposant una distribucio´ normal per als residus es pot visualitzar a la taula
5.1:
at = σtεt on εt ∼ N(0, 1)









Para`metre Coeficient Error std. t-valor p-valor
α0 0.070 0.007 10.64 0.000
α1 0.094 0.039 2.388 0.017
α2 0.073 0.039 1.902 0.058
α3 0.231 0.055 4.220 0.000
α4 0.088 0.042 2.076 0.038
Taula 5.1: Para`metres del model ARCH(4), assumint una distribucio´ gaussiana. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Cal notar que el para`metre α2 esta` al llindar de la significativitat si suposem una confianc¸a del 95%, amb
un p-valor de 0.0575.
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Per comprovar la bondat de l’ajust del model, s’analitzen els residus estandarditzats. Sigui a˜t = atσˆt ,
aquesta se`rie ha de ser independent i ide`nticament distribu¨ıda segons la distribucio´ assumida en el ca`lcul
dels coeficients que en aquest cas e´s la gaussiana. Si es porta a terme el test de Kolmogorov-Smirnov per
a una distribucio´ normal, s’obte´ un p-valor de 0.08413, per tant, es pot acceptar l’hipo`tesi de la distribucio´
normal. No obstant, el baix p-valor obtingut, pot ser interpretat com una primera senyal que el model no te´
una bondat de l’ajust gaire adequada. Un altre aspecte a tenir en compte de a˜t e´s l’ACF de la variable al
quadrat, els quals es poden observar en la figura 5.2. L’ACF de a˜t mesura la bondat de l’ajust de l’equacio´
de la mitjana, mentres que l’ACF de a˜t
2 serveix per avaluar l’equacio´ de la varia`ncia. Com es pot observar,
hi ha alguns retards significatius en la figura 5.2, cosa que fa pressuposar un ajust dolent del model.
















ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 5.2: ACF de a˜t
2 del model ARCH(4). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
La volatilitat estimada segons aquest model es pot apreciar en la gra`fica 5.3.
En el cas de suposar una distribucio´ t-student, la formulacio´ concreta del model seria com segueix:
at = σtεt on εt ∼ tν









Quan els graus de llibertat (g.ll.) ν → ∞ la distribucio´ t-student tendeix cap a una de gaussiana. No
obstant, a efectes pra`ctics el que s’accepta e´s que si una t-student te´ me´s de 30 g.ll., es pot substituir per
una distribucio´ normal. Aix´ı doncs, el valor o`ptim de graus de llibertat que retorni la rutina e´s un primer
indicador de si realment pot ser necessa`ria una distribucio´ t-student, o e´s suficient amb una gaussiana.
Com es pot apreciar a la taula 5.2, els graus de llibertat o`ptims so´n 6.976, per tant, en ser menor que 30,


























Figura 5.3: Volatilitat estimada segons el model ARCH(4). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Para`metre Coeficient Error std. t-valor p-valor
α0 0.071 0.008 8.547 0.000
α1 0.109 0.048 2.261 0.024
α2 0.102 0.049 2.094 0.037
α3 0.2 0.059 3.404 0.001
α4 0.073 0.047 1.552 0.121
g.ll. 6.976 1.433 4.865 0.000
Taula 5.2: Para`metres del model ARCHt(4) amb distribucio´ t-student. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Si s’elimina α4, e´s a dir, s’estima un ARCHt(3), la resta de para`metres es mantenen gairebe´ constants, per
tant, e´s recomenable eliminar el quart para`metre. El model ARCHt(3) es pot observar a la segu¨ent taula
5.3.
Para`metre Coeficient Error std. t-valor p-valor
α0 0.075 0.008 9.320 0.000
α1 0.136 0.051 2.662 0.008
α2 0.107 0.050 2.152 0.032
α3 0.206 0.060 3.423 0.001
g.ll. 6.716 1.342 5.005 0.000
Taula 5.3: Para`metres del model ARCHt(3). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Un dels aspectes a tenir en compte de a˜t e´s l’ACF dels quadrats, que es pot observar en la figura 5.4. Com
es pot observar, l’ACF dels residus estandarditzats al quadrat te´ un comportament bastant semblant al del
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model ARCH(4) (figura 5.2).
















ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 5.4: ACF de a˜t
2 del model ARCHt(3). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)

























Figura 5.5: Volatilitat estimada segons el model ARCHt(3). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
ARCH(7) El gra`fic del PACF aconsellava prendre quatre observacions passades o sino´ prendre’n fins a set.
Aix´ı doncs, el model obtingut suposant una distribucio´ gaussiana per a εt es pot consultar a la taula 5.4:
at = σtεt on ε ∼ N(0, 1)
















Para`metre Coeficient Error std. t-valor p-valor
α0 0.051 0.006 7.965 0.000
α1 0.067 0.037 1.803 0.072
α2 0.037 0.036 1.039 0.299
α3 0.150 0.049 3.034 0.003
α4 0.029 0.033 0.879 0.380
α5 0.086 0.039 2.183 0.029
α6 0.094 0.044 2.136 0.033
α7 0.158 0.048 3.331 0.001
Taula 5.4: Para`metres del model ARCH(7). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Com en el cas anterior, hi ha algun para`metre no significatiu, tot i que en aquest cas, so´n tres els para`metres
amb un p-valor major que 0.05. A me´s, sorprenentment, so´n els que fan refere`ncia a les observacions passades
me´s recents dels residus. Per a comprovar la bondat de l’ajust del model, com en els casos anteriors, s’analitzen
els residus estandarditzats a˜t. En aquest cas, el test de Kolmogorov-Smirnov retorna un p-valor de 0.1897,
per tant, la suposicio´ d’una distribucio´ normal pot ser contrastada a posteriori. A me´s, el gra`fic d’ACF dels
residus estandarditzats elevats al quadrat mostra un millor comportament (figura 5.6). Nome´s hi ha dos
retards que so´n significatius, el quinze i el dinou.
















ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 5.6: ACF de a˜t
2 del model ARCH(7). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
L’estimacio´ de volatilitat segons aquest model es pot apreciar a la segu¨ent figura 5.7.
Com en el cas del model ARCH(4), tambe´ s’estima el model o`ptim suposant una distribucio´ t-student per


























Figura 5.7: Volatilitat estimada segons el model ARCH(7). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Para`metre Coeficient Error std. t-valor p-valor
α0 0.051 0.007 6.845 0.000
α1 0.072 0.044 1.657 0.098
α2 0.057 0.044 1.287 0.198
α3 0.141 0.052 2.701 0.007
α4 0.02 0.035 0.561 0.575
α5 0.1 0.048 2.049 0.041
α6 0.09 0.048 1.852 0.064
α7 0.148 0.051 2.896 0.004
g.ll. 8.511 2.130 3.996 0.000
Taula 5.5: Para`metres del model ARCHt(7). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Com en el cas de la distribucio´ normal, hi ha alguns para`metres no significatius, tot i que en el cas
anterior eren tres i ara so´n quatre. El gra`fic d’ACF dels residus estandarditzats elevats al quadrat mostra
un comportament molt semblant al del model ARCH(7) (figura 5.6), ja que nome´s hi ha dos retards que so´n
significatius, el quinze i el dinou, com es pot observar en la figura 5.8.
L’estimacio´ de volatilitat segons aquest model es pot apreciar a la segu¨ent figura 5.9.
S’ha estimat el model ARCH(10) per examinar-lo, pero` degut a que cinc dels deu coeficients de l’equacio´ de
la varia`ncia eren no significatius (tant per a la distribucio´ gaussiana com per la t-student) i que dos d’aquests
cinc eren els coeficients que afecten at−8 i at−9 (retards que no apareixen en el model ARCH(7)), s’ha decidit
no publicar-ne els resultats tot desestimant el model.
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ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 5.8: ACF de a˜t

























Figura 5.9: Volatilitat estimada segons el model ARCHt(7). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Comparacio´ entre me`todes ARCH. Nome´s els models ARCH(7) i ARCHt(7) passen el test de Ljung-
Box per als retards 10, 15 i 20, com es pot apreciar a la taula 5.6. Aquests dos models tambe´ so´n els que
obtenen menor AIC, com es pot apreciar a la taula 5.7. Aix´ı doncs, clarament, els dos models que usen set
observacions anteriors tenen una millor bondat de l’ajust. Pel que fa a la distribucio´, gaussiana o t-student,
es comenc¸a a apreciar un millor comportament suposant una distribucio´ t-student, no obstant, les difere`ncies
so´n mı´nimes. Me´s endavant, aquestes difere`ncies seran analitzades un altre cop, ja que es compararan els
me`todes amb te`cniques me´s sofisticades.
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Retards ARCH(4) ARCHt(3) ARCH(7) ARCHt(7)
10 4.49 · 10−4 7.46 · 10−4 0.952 0.9743
15 7.566 · 10−6 1.319 · 10−5 0.493 0.5062
20 1.791 · 10−5 2.88 · 10−5 0.360 0.356
Taula 5.6: P-valor del test de Ljung-Box per a 10, 15 i 20 retards per als models ARCH(4), ARCHt(3),
ARCH(7) i ARCHt(7). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
ARCH(4) ARCHt(3) ARCH(7) ARCHt(7)
0.727 0.692 0.685 0.667
Taula 5.7: Valor del AIC dels models ARCH(4), ARCHt(3), ARCH(7) i ARCHt(7). (Font: Elaboracio´
pro`pia.)
5.2 GARCH
El model GARCH(p,q) va ser dissenyat per a capturar caracter´ıstiques associades a les se`ries temporals
dels mercats financers com, per exemple, cues pesades o l’efecte leverage. El seu autor va ser Bollerslev [4]
l’any 1986 i actualment e´s una de les metodologies me´s usades degut a la seva simplicitat. La seva formulacio´
segueix el segu¨ent esquema:
at = σtεt











on p e´s l’ordre dels termes GARCH i q e´s l’ordre dels termes ARCH, εt e´s una seque`ncia de variables aleato`ries
independents i ide`nticament distribuides amb mitjana nul·la. A me´s, aquest model te´ les restriccions de
α0 > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0, per assegurar valors semipositius de σ2t . Hi ha alguna altra restriccio´ que sera`
dedu¨ıda alhora que es defineixen els moments teo`rics del model i s’imposa l’existe`ncia d’aquests moments.
No obstant, per a calcular-los s’usara` una notacio´ diferent amb l’objectiu de facilitar els ca`lculs.
Sigui
ηt−i = a2t−i − σ2t−i per i = 0, ..., s
Aleshores, es pot reescriure l’equacio´ del model GARCH com a
a2t = α0 +
max(p,q)∑
i=1




Cal notar que assumint una distribucio´ gaussiana per a εt s’obte´ E(ηt) = E(a2t − σ2t ) = E(a2t )− E(σ2t ) =
E(σ2t )E(ε2t )− E(σ2t ) = 0 d’on e´s molt me´s fa`cil calcular el segon moment del model.





Com que E(a2t ) = E(a
2
t−i) ∀i, aillant obtenim
E(a2t ) =
α0
1−∑max(p,q)i=1 (αi + βi)
Per a que el segon moment existeixi i estigui ben definit es pot observar en el denominador que s’ha de
complir que
∑max(p,q)
i=1 (αi + βi) < 1 a me´s, del ja comentat anteriorment, α0 > 0.
En el cas que s’assumeixi una distribucio´ t-student per a εt obtenim
E(ηt) = E(a2t − σ2t ) = E(a2t )− E(σ2t ) = E(σ2t )E(ε2t )− E(σ2t ) = E(σ2t )
ν















Com que E(a2t ) = E(a
2







1−∑max(p,q)i=1 (αi ( νν−2)+ βi)













a me´s, del ja comentat anteriorment, α0 > 0.
La kurtosis teo`rica del model GARCH (1,1) es pot calcular de la segu¨ent manera.




1− (α1 + β1)
























α20(1 + α1 + β1)
[1− (α1 + β1)][1− α21(Kε + 2)− (α1 + β1)2]




1− 2α21 − (α1 + β1)2
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Per tant, es dedueix que la kurtosis nome´s existeix si 1 − 2α21 − (α1 + β1)2 > 0 i que si α1 = 0 no hi ha
prese`ncia de cues pesades en el model GARCH.
En el cas de suposar una distribucio´ t-student amb ν graus de llibertat, segons els resultats del llibre de
Tsay [27], es pot veure com la kurtosis e´s igual a la segu¨ent fo´rmula. Sigui K(g)a la kurtosis del model GARCH
suposant una distribucio´ gaussiana, aleshores
Ka = [6 + (ν + 1)K(g)a ]/[ν − 4−K(g)a ]
Pel que fa a la funcio´ d’autocorrelacio´ dels residus al quadrat tambe´ es poden calcular els valors teo`rics del
model per tal de comparar-los amb els valors mostrals. La fo´rmula dels valors teo`rics e´s tal com segueix.




ρa2(k) = (α1 + β1)k−1ρa2(1), k ≥ 2
on νt = σ2t (ε2t − 1).
Propietats del model GARCH.
• Un valor elevat de a2t−1 o σ2t−1 provoca un valor elevat de σ2t . Per tant, aixo` significa que representa be´
l’agrupacio´ de volatilitat.
• La kurtosis teo`rica del model e´s major que 3, per tant, provoca cues me´s pesades que una distribucio´
gaussiana.
• Respon de manera ide`ntica als residus negatius i positius.
Estimacio´ d’un model GARCH. El model GARCH (1,1) e´s el model me´s conegut en l’a`mbit de volatil-
itat. Inclu´s s’han arribat a escriure articles on l’autor es pregunta si realment algun altre model pot derrotar
el model GARCH(1,1), com el de Hansen i Lunde del 2005 [14]. L’equacio´ que segueix el model e´s la segu¨ent.





El model que me´s s’ajusta a les dades, suposant una distribucio´ normal per a la variable εt es pot apreciar
a la segu¨ent taula 5.8.
Para`metre Coeficient Error std. t-valor p-valor
α0 0.002 0.001 2.163 0.031
α1 0.078 0.017 4.678 0.000
β1 0.906 0.020 46.16 0.000
Taula 5.8: Para`metres del model GARCH (1,1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
41
El model definitiu queda de la segu¨ent manera:





Es pot observar que α1+ β1 = 0.984 ≈ 1 i, per tant, resultara` interessant analitzar el model presentat me´s
endavant, l’IGARCH(1,1), que te´ com a propietat α+ β = 1.
El test de Kolmogorov-Smirnov amb la hipo`tesi nul·la que els residus estandarditzats segueixen una distribu-
cio´ gaussiana retorna un p-valor major que 0.05, concretament, de 0.149. Analitzant els errors estandarditzats
com s’ha fet anteriorment, l’ACF dels errors al quadrat te´ uns retards significatius pero` bastants llunyans,
concretament, so´n els retards quinze i dinou, com es pot observar en la gra`fica 5.10. No obstant, com es
mostrara` me´s endavant, el test de Ljung-Box retorna p-valors majors que 0.05 per als deu, quinze i vint
primers retards.
















ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 5.10: ACF de a˜t
2 del model GARCH (1,1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Els valors estimats de la volatilitat dels residus, segons aquest model es poden apreciar en la gra`fica 5.11.
Finalment, notar que s’han intentat ajustar models GARCH(2,1) i GARCH(1,2), pero` que en ambdo`s
casos apareixien para`metres no significatius.
Suposant una distribucio´ t-student per a la variable εt, els coeficients estimats per al model es poden
apreciar a la segu¨ent taula 5.9.
El model definitiu queda de la segu¨ent manera:





Es pot observar que α1 + β1 = 0.982 ≈ 1 i, per tant, com s’ha dit anteriorment, resultara` interessant


























Figura 5.11: Volatilitat estimada segons el model GARCH (1,1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Para`metre Coeficient Error std. t-valor p-valor
α0 0.002 0.001 1.992 0.047
α1 0.082 0.021 3.95 0.000
β1 0.900 0.024 36.82 0.000
g.ll. 9.446 2.498 3.782 0.000
Taula 5.9: Para`metres del model GARCHt (1,1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Analitzant els errors estandarditzats, l’ACF dels errors al quadrat te´ retards significatius pero` bastants
llunyans, concretament, so´n els retards quinze i dinou, com en el cas gaussia`, com es pot observar en la gra`fica
5.12. A me´s, el test de Ljung-Box tambe´ retorna p-valors majors que 0.05 per als deu, quinze i vint primers
retards.
















ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 5.12: ACF de a˜t
2 del model GARCHt (1,1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
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Figura 5.13: Volatilitat estimada segons el model GARCHt (1,1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Finalment, notar que, com en l’assumpcio´ de distribucio´ gaussiana, s’han intentat ajustar models GARCHt(2,1)
i GARCHt(1,2), pero` que en ambdo`s casos apareixien para`metres no significatius.
5.3 IGARCH
El model IGARCH (Integrated generalized autoregressive conditional heteroskedasticity) va ser proposat
per Engle i Bollerslev [5] l’any 1986. Comparteix equacions amb el model GARCH, pero` amb la restriccio´ de∑max(p,q)
i=1 (αi + βi) = 1. Concretament, l’IGARCH (1,1) segueix les segu¨ents equacions.
at = σtεt
σ2t = α0 + β1σ
2
t−1 + (1− β1)a2t−1
on 0 < β1 < 1 i εt e´s una sequ¨e`ncia de variables aleato`ries independents i ide`nticament distribuides (i.i.d.)
amb mitjana zero.
Estimant els coeficients o`ptims d’un model IGARCH (1,1) per a la mostra, s’obtenen els resultats que es
presenten a la taula 5.10.
Para`metre Coeficient Error std. t-valor p-valor
α0 0.001 5.02 · 10−4 2.111 0.035
α1 0.087 0.018 4.856 0.000
β1 0.914 - - -
Taula 5.10: Para`metres del model IGARCH (1,1) assumint una distribucio´ gaussiana. (Font: Elaboracio´
pro`pia.)
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Aix´ı el model definitiu e´s:





d’on destaca que la constant α0 te´ associat un p-valor de 0.035, proper a 0.05 i que el para`metre β1 no te´
error esta`ndard ni p-valor ja que s’obte´ el valor del para`metre directament de calcular 1− α1.
Analitzant els residus estandarditzats atσˆt del model IGARCH (1,1) s’observa la semblanc¸a amb el model
GARCH. Tot i aixo` aquest model sembla tenir nome´s un retard significatiu, el dinou (figura 5.14). Pel que fa
a la distribucio´ dels errors, el test de Kolmogorov-Smirnov retorna un p-valor major que 0.05, concretament,
de 0.082.
















ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 5.14: ACF dels residus estandarditzats al quadrat del model IGARCH (1,1). (Font: Elaboracio´
pro`pia.)
Els valors estimats de la volatilitat dels residus, segons aquest model es poden apreciar en la gra`fica 5.15.
Suposant una distribucio´ t-student per a la variable εt, els coeficients o`ptims del model es poden consultar
a la segu¨ent taula 5.11.
Para`metre Coeficient Error std. t-valor p-valor
α0 0.001 5.02 · 10−4 2.111 0.035
α1 0.092 0.018 4.856 0.000
g.ll. 8.594 2.238 3.84 0.000
β1 0.908 - - -


























Figura 5.15: Volatilitat estimada segons el model IGARCH (1,1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Aix´ı el model definitiu e´s:






Analitzant els residus estandarditzats atσˆt del model IGARCHt(1,1) s’observa la semblanc¸a entre tots els
models GARCH presentats fins al moment. En aquest cas, com el model IGARCH(1,1), sembla que nome´s
hi ha un retard significatiu, el dinou, com es pot apreciar en la figura 5.16.
















ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 5.16: ACF dels residus estandarditzats al quadrat del model IGARCHt (1,1). (Font: Elaboracio´
pro`pia.)
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Figura 5.17: Volatilitat estimada segons el model IGARCHt (1,1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
La varia`ncia marginal teo`rica del models IGARCH i IGARCHt no existeix i per tant, so´n models no
estacionaris (en el sentit de`bil de la definicio´). Aixo`, pot comportar alguns problemes que no seran estudiats
degut a que seria necessari un aprofundiment considerable en la mate`ria. Des d’un punt de vista teo`ric, el
fenomen IGARCH podria ser causat per la prese`ncia de canvis ocasionals de nivell en la volatilitat.
Comparacio´ me`todes GARCH. Tot i que en el cap´ıtol 8 Resultats es comparen exhaustivament els
me`todes, l’autor troba interessant comparar breument els millors models de la famı´lia GARCH. Concreta-
ment, nome´s es comparen els valors del test Ljung-Box i els valors del AIC.
Els quatre models passen el test de Ljung-Box amb p-valors considerablement elevats (taula 5.12), tot i
que visualment, en els quatre casos s’observa el retard dinou significatiu.
Retards GARCH (1,1) GARCHt (1,1) IGARCH (1,1) IGARCHt (1,1)
10 0.805 0.791 0.816 0.792
15 0.576 0.536 0.675 0.63
20 0.431 0.399 0.441 0.404
Taula 5.12: P-valor del test Ljung-Box per a 10, 15 i 20 retards dels residus estandarditzats al quadrat segons
els models GARCH (1,1), GARCHt (1,1), IGARCH (1,1) i IGARCHt (1,1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
E´s important notar que per a k = 10 retards, el p-valor ma`xim que s’ha obtingut e´s el del model ARCHt(7).
No obstant, per la resta de retards, el p-valor dels models GARCH e´s major. A me´s, el valor del AIC per
aquests quatre models tambe´ e´s millor que el del ARCHt(7), com es pot observar a la segu¨ent taula 5.13.
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GARCH (1,1) GARCHt (1,1) IGARCH (1,1) IGARCHt (1,1)
0.662 0.643 0.664 0.644
Taula 5.13: Valor del AIC dels models GARCH (1,1), GARCHt (1,1), IGARCH (1,1) i IGARCHt (1,1).
(Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Analitzant aquestes dues taules, sembla ser que en una primera opinio´ es pot considerar el model GARCHt(1,1)
el millor de la famı´lia GARCH. A me´s, tambe´ es pot destacar que les difere`ncies entre imposar α + β = 1
o no, e´s a dir, entre les parelles GARCH-IGARCH i GARCHt-IGARCHt so´n gairebe´ imperceptibles. No
obstant, en el cap´ıtol 8 Resultats s’analitzaran i es quantificaran aquestes difere`ncies.
A la imatge 5.18 es mostra l’estimacio´ de la volatilitat segons aquests quatre me`todes. Observant la imatge
es confirma que, efectivament, els quatre me`todes so´n molt semblants ja que els valors estimats de volatilitat

















Figura 5.18: Volatilitat estimada segons els model GARCH(1,1), GARCHt(1,1), IGARCH(1,1) i
IGARCHt(1,1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
5.4 EGARCH
El model EGARCH (Exponential Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity) va ser mod-
elitzat per Nelson [23] el 1991 per primera vegada. El model heterosceda`stic condicional e´s tal com segueix:








on g(εt) = θat + γ[|εt| − E(εt)] on θ i γ so´n constants reals. Degut a que el logaritme pot prendre valors
negatius, no hi ha cap restriccio´ sobre positivitat dels coeficients.
Com es pot apreciar en les equacions, aquest model tracta de manera diferent els errors o residus positius
dels negatius. En els rendiments financers, s’ha demostrat que el comportament del mercat no e´s el mateix
quan la tende`ncia e´s a l’alc¸a o a la baixa, degut a les sensacions dels inversors. No obstant, els errors del
model estudiat no presenten aquesta propietat com s’ha comentat anteriorment a partir del gra`fic 4.11 de la
funcio´ de correlacio´ creuada (cross-correlation function) entre els residus i els residus al quadrat. Tot i aixo`,
s’ha volgut presentar aquest model degut a que e´s molt usat i conegut en les previsions de volatilitat en els
mercats financers. A me´s, e´s una oportunitat per contrastar que efectivament, tenen el mateix comportament
els errors positius dels negatius. Per a comprovar-ho, es veura` com els para`metres referents a l’efecte leverage
no so´n significatius.
Aix´ı doncs, s’ha ajustat a les dades un model EGARCH (1,1) suposant una distribucio´ gaussiana de εt i
sense terme independent, ja que aquest terme apareixia com a no significatiu i s’han obtingut els coeficients
de la taula 5.14.
Para`metre Coeficient Error std. t-valor p-valor
α1 1.605 2.498 0.643 0.521
β1 0.997 0.002 569.5 0.000
θ -0.014 0.015 -0.910 0.363
γ 0.072 0.071 1.019 0.308
Taula 5.14: Para`metres del model EGARCH (1,1) suposant una distribucio´ gaussiana. (Font: Elaboracio´
pro`pia.)
El coeficient que fa refere`ncia a εt (α1) no e´s significatiu i els dos para`metres que acompanyen a la funcio´ que
tracta la assimetria en el comportament dels errors tampoc ho so´n. Aquest p-valor ve´ justificat, gra`ficament,
per la gra`fica 4.11, on es podia apreciar que el comportament dels residus del model no depenen del signe
que tenen.
Per tant, el me´s coherent e´s descartar aquest model com a possible candidat, tot i que els residus es-
tandarditzats al quadrat presenta un bon comportament tan gra`ficament com en el test de Ljung-Box. A
me´s a me´s, en el cas de suposar una distribucio´ t-student de la variable εt, els resultats obtinguts so´n molt
similars, per tant, tambe´ es descarta aquest model.
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6 Models de la famı´lia Stochastic Volatility
Els models de Volatilitat Estoca`stica van ser proposats per Taylor l’any 1986 [26], quatre anys me´s tard
que Engle mostre´s el seu treball sobre models ARCH. La principal difere`ncia entre aquestes dues famı´lies de
models e´s que en els models ARCH, σt e´s funcio´ de les observacions passades de la se`rie i, en canvi, en els
models SV, σt e´s funcio´ d’un proce´s estoca`stic no observable, normalment, un proce´s estoca`stic autorregressiu.
Els models de volatilitat estoca`stica assumeixen que la volatilitat representa l’arribada de nova informacio´
al mercat i que, en consequ¨e`ncia no es pot observar. En la majoria de models SV, per tal de garantir la
positivitat de la varia`ncia, l’equacio´ de la volatilitat es defineix per al logaritme de σ2t , com en el model
EGARCH. Les seves propietats dina`miques so´n fa`cils d’obtenir i interpretar a partir del proce´s estoca`stic
subjacent, pero` malauradament, l’estimacio´ e´s me´s dif´ıcil que en els models ARCH, ja que no es pot construir
fa`cilment la funcio´ de versemblanc¸a de manera exacta. Aixo` e´s degut a l’existe`ncia de dues pertorbacions en
el model.
L’expressio´ gene`rica dels models SV es defineix de la segu¨ent manera:
at = σtεt (1− α1B − ...− αmBm) ln(σ2t ) = α0 + νt
on εt e´s una successio´ de variables aleato`ries i.i.d N(0, 1), νt e´s una successio´ de variables aleato`ries i.i.d.
N(0, σ2ν), εt i νt so´n independents i α0 e´s una constant.
6.1 SV autorregressiu (ARSV)
Taylor, el 1986, va proposar el primer model de volatilitat estoca`stica denominat SV log-normal o SV
autorregressiu d’ordre 1. En aquest model, que es denota per ARSV(1), el logaritme de σ2t e´s un proce´s
AR(1) de la segu¨ent manera:
at = σ∗σtεt
ln(σ2t ) = γ + φ ln(σ
2
t−1) + ηt
on ηt e´s ide`nticament distribu¨ıda segons una distribucio´ normal amb mitjana zero i varia`ncia σ2η i independent
de εt que s’assumeix que segueix una distribucio´ normal esta`ndard i σ∗ e´s un factor d’escala.
Formulacio´ equivalent. En la majoria de documents sobre models SV, el model ARSV(1) es formula de
la segu¨ent manera, que e´s ana`loga, com es pot apreciar seguint els segu¨ents passos.





γ + φ ln(σ2t−1) + ηt
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Aleshores si definim les dues segu¨ents expressions






es pot veure com s’aconsegueix reformular el model ARSV(1) de la segu¨ent manera






ht = φht−1 + ηt (6.2)
on, com en l’anterior formulacio´, σ∗ e´s un factor per reescalar que evita la inclusio´ d’un terme constant en
l’equacio´ 6.2.
Eliminant l’exponencial de l’equacio´ 6.1, s’obte´ el plantejament definitiu del model ARSV(1).
ln(a2t ) = ln(σ
2
∗) + ht + ln(ε
2
t ) = α+ ht + ln(ε
2
t ) (6.3)
ht = φht−1 + ηt (6.4)
Tot i aquesta formulacio´ equivalent l’usada en aquest document sera` la segu¨ent.
ln(a2t ) = α+ ln(σ
2
t ) + ln(ε
2
t ) (6.5)
ln(σ2t ) = γ + φ ln(σ
2
t−1) + ηt (6.6)
on 6.5 e´s l’anomenada equacio´ de d’observacio´, ja que at e´s la dada observada i que correspon a σt amb una
pertorbacio´ aleato`ria i 6.6 e´s l’equacio´ de transicio´, ja que σt so´n les dades no observades.
Opcions per a estimar un model ARSV. Hi ha diversos me`todes per a estimar els para`metres. Tot i
que el me´s usat e´s el model MCMC (Markov Chain Monte Carlo), seguidament s’explica tot el conjunt de
me`todes que poden ser emprats.
• Me`tode de moments: e´s un me`tode d’estimacio´ de para`metres que es basa en la resolucio´ d’equacions
on apareixen els moments de la mostra i els moments no observables. Te´ l’inconvenient que la seva
eficie`ncia depe`n dels moments escollits. A me´s, la seva eficie`ncia disminueix quan el model e´s gairebe´
no estacionari.
• QML: l’estimador QML (quasi maximum likelihood) va ser proposat independentment per Nelson [24]
l’any 1988 i Harvey et al. [15] l’any 1994. Es basa en usar el filtre de Kalman en una transformacio´
lineal dels residus considerats. Aquesta transformacio´ e´s la que apareix en les equacions 6.3 i 6.4. El
filtre de Kalman e´s un algorisme recursiu desenvolupat per Rudolf Kalman [17] el 1960 que serveix per
a poder estimar i predir les components ocultes (no observables).
• MCL: el me`tode de la versemblanc¸a de Monte Carlo va ser proposat per SandMan i KoopMan [25]
l’any 1998. Estima la versemblanc¸a del ln(a2t ) usant una part gaussiana que es construeix amb el filtre
de Kalman i una part correctora per la falta de gaussianitat. Aquest estimador permet obtenir alhora
simulta`niament estimacions de la volatilitat.
• MCMC: com s’ha dit anteriorment, e´s el me`tode me´s usat. Ha estat demostrat en alguns articles, com
el de Andersen et al. de l’any 1999 [2] que e´s el me`tode me´s eficient per a estimar els para`metres
dels models de la famı´lia SV. En general, MCMC e´s una te`cnica per a generar mostres d’una funcio´
de probabilitat en un espai de dimensio´ elevada. Sigui at els residus observats, ht la volatilitat no
observable i Θ el vector de para`metres del model. El que aquest me`tode fa a la pra`ctica e´s generar
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uns valors de at i simular la volatilitat ht havent suposat uns valors inicials de Θ. Aleshores, es tornen
a simular uns valors de at en funcio´ dels valors de ht. Mitjanc¸ant les simulacions de Monte Carlo,
l’objectiu e´s optimitzar el valor de p(Θ, h|y), pero` s’ha de tenir en compte que aquesta funcio´ no e´s
manejable anal´ıticament. A tal efecte, Gibbs va dissenyar un me`tode que es basa en alternar les funcions
de densitat marginals, p(Θ|y) i p(h|y).
Estimacio´ d’un model ARSV. Per a buscar un model que s’ajusti a les dades analitzades, s’ha partit
del model formulat per les equacions 6.5 i 6.6. Per a optimitzar els para`metres o`ptims que s’ajustin a les
dades, s’usa el me`tode QML. S’ha utilitzat una rutina en el software R facilitada per l’equip de professors de
l’assignatura Previsio´ i Se`ries Temporals [21].
Cal notar que una de les hipo`tesis e´s que εt ∼ N(0, 1), pero` no es coneix la distribucio´ de ξt = ln(ε2t ).
S’aproxima la distribucio´ d’una variable que e´s equivalent al logaritme d’una chi-quadrat mitjanc¸ant amb
una mixtura de normals, de les quals, s’optimitzaran tres para`metres.




Els para`metres que s’han d’optimitzar mitjanc¸ant el filtre de Kalman pel me`tode de pseudo-ma`xima versem-
blanc¸a so´n els segu¨ents:
Θ = (γ, φ, ση, α, σ0, µ1, σ1)
Els coeficients o`ptims obtinguts e´s mostren en la taula 6.1.








Taula 6.1: Coeficients i errors del model ARSV(1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Hi ha dos para`metres que no es poden considerar significatius que so´n γ i α. No obstant, en primer lloc,
nome´s se suposara` γ = 0, ja que e´s el para`metre menys significatiu i podria ser que eliminant aquest, α
esdevingue´s significativa, que e´s el que succeeix, com es pot observar a continuacio´, a la taula 6.2.
Quedant com a model definitiu el segu¨ent i amb la funcio´ de densitat assumida per ξt la de la figura 6.1:
ln(a2t ) = −2.518 + log(σ2t ) + ξt
log(σ2t ) = 0.986 log(σ
2
t−1) + ηt
on ηt ∼ N(0, 0.1262) i ξt ∼ 12N(0, 1.0272) + 12N(−2.04, 2.5132).
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Taula 6.2: Coeficients i errors del model ARSV(1) definitiu. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)




















Figura 6.1: Funcio´ de densitat de la v.a. εt en el model ARSV(1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Cal destacar que el fet que |φ| < 1 significa que el proce´s e´s estacionari.
Per a comprovar la bondat de l’ajust del model, s’analitzen els residus estandarditzats. Sigui a˜t = atσ∗σˆt ,






La se`rie a˜t ha de ser independent i ide`nticament distribu¨ıda segons una distribucio´ normal esta`ndard. Si es
porta a terme el test de Kolmogorov-Smirnov per a una distribucio´ normal, s’obte´ un p-valor de 0.113, per
tant, es pot acceptar l’hipo`tesi de normalitat. L’altre aspecte a tenir en compte de a˜t e´s l’ACF dels valors
al quadrat, a˜t
2, que es pot observar en la figura 6.2. Com es pot observar, hi ha pocs retards significatius,
concretament, en els retards 15 i 19.
Els valors de la volatilitat estimada segons aquest model es poden apreciar en la gra`fica 6.3
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ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 6.2: ACF de a˜t

























Figura 6.3: Volatilitat estimada segons el model ARSV(1). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Moments teo`rics. El ca`lcul dels moments marginals dels residus at segons el model ARSV(1) es presenten
a continuacio´. D’aquesta manera, tambe´ podra` ser utilitzada la comparacio´ dels moments teo`rics amb els
mostrals per tal de qualificar la bondat de l’ajust del model.
Recordant l’independe`ncia de ηt i εt, es poden deduir els valors dels moments de la segu¨ent manera. Per
a qualsevol p≥1,












Aix´ı doncs, si la distribucio´ de εt e´s sime`trica, aleshores els moments senars d’at seran zero. Pel que fa
als moments d’ordre parell, depe`n de la distribucio´ de ht, e´s a dir, de ln(σ2t ). Si, inicialment, se suposa
normalitat en la distribucio´ de ηt, que e´s ana`log a suposar-ho a σt, aleshores, exp(ht) segueix una distribucio´



















on µh i σ2h so´n la mitjana i la varia`ncia de ht, respectivament.
A partir de les fo´rmules doncs, es troba que el me`tode ARSV(1), compleix que µh = 0 i σ2h =
σ2η
1−φ i, com
que εt segueix una distribucio´ normal esta`ndard, aleshores, la varia`ncia marginal teo`rica dels residus segueix
la segu¨ent fo´rmula.











No obstant, el model usa la variable ln(a2t ). La varia`ncia teo`rica segons el model d’aquesta variable e´s






h e´s la varia`ncia del proce´s ht i σ
2
ξ e´s la varia`ncia de ξt. Com que
el proce´s ht e´s un proce´s AR(1), la varia`ncia de ht, σ2h =
σ2η
1−φ2 . Com que εt e´s una normal esta`ndard, la
varia`ncia de ξt e´s Π
2
2 . En total e´s
0.1262
1−0.98642 + 4.93 = 5.518
Si es calcula la kurtosis dels residus que implica el model ARSV(1), s’ha d’utilitzar que





















com que s’ha suposat normalitat en la variable εt, κε = 3 i aleshores la kurtosis teo`rica dels residus e´s











En el cas de que la kurtosis teo`rica no s’ajusti molt a la mostral, el que se sol fer e´s manipular el valor de ση.
A me´s, tambe´ cal notar que
∃κa ⇔ |φ| < 1






















No obstant, Taylor (1986) va aproximar els valors teo`rics de l’acf per els residus al quadrat sota l’hipo`tesi de





Els valors mostrals i teo`rics de la varia`ncia, la kurtosis i l’ACF es poden consultar al cap´ıtol 8 Resultats.
6.2 RWSV
Vist que el para`metre φ del model anterior ARSV(1) era tan proper a la unitat, es pot plantejar la idea
de provar el model RMSW Random Walk Stochastic Volatility. En aquest model SV amb arrel unita`ria se
suposa que φ = 1 i que ln(σt) e´s un passeig aleatori. Per tant, les equacions resultants queden de la segu¨ent
manera.
at = σtεt
ln(σt) = ln(σt−1) + ηt
Si es porta a terme la mateixa transformacio´ que en l’apartat anterior, la formulacio´ d’aquest model resulta
de la segu¨ent manera.
ln(a2t ) = µ+ ht + ξt (6.7)
ht = ht−1 + ηt (6.8)
Com a inconvenient, aquest me`tode no e´s estacionari, tot i que prenent difere`ncies d’ordre 1 en les equacions
6.7 i 6.8, s’obte´ un me`tode que s´ı que e´s estacionari.
∆ ln(a2t ) = µ− µ+ ht − ht−1 + ξt − ξt−1 = ηt +∆ξt
Si s’examina la funcio´ ACF de ∆ ln(a2t ), es pot veure que e´s un proce´s MA(1), ja que les seves propietats
coincideixen. Per exemple, la seva funcio´ d’autocovaria`ncia segueix les pautes d’un proce´s de mitjana mo`bil.
Cov(∆yt,∆yt−1) = −σ2ξ
Cov(∆yt,∆yt−k) = 0, k ≥ 2
Per tant, el proce´s de ln(a2t ) e´s un proce´s ARIMA (0,1,1).
Estimacio´ d’un model RWSV. Per a buscar un model que s’ajusti a les dades analitzades, s’ha partit
del model formulat per les equacions 6.7 i 6.8. Com en el model anterior, la distribucio´ condicionada de at a
la informacio´ coneguda fins al moment t− 1 no esta` especificada expl´ıcitament, degut al no coneixement de
la funcio´ de distribucio´ de les perturbacions. Aixo` provoca que la funcio´ de versemblanc¸a no sigui immediata
de construir i que no es pugui usar el me`tode de ma`xima versemblanc¸a ja que aquest assumeix que la funcio´
de densitat especificada e´s la veritable funcio´ de densitat.
56
Com en el cas anterior, s’assumeix que {ηt} ∼ N(0, ση) e´s una sequ¨e`ncia de variables aleato`ries i.i.d.,
juntament amb que {εt} e´s una sequ¨e`ncia de v.a. i.i.d. que segueix una distribucio´ que s’aproxima com una
mixtura de normals.
Els para`metres o`ptims del model so´n obtinguts pel me`tode de quasi ma`xima versemblanc¸a. Aquesta
optimitzacio´ es realitza mitjanc¸ant el filtre de Kalman. A partir d’uns para`metres inicials i unes observacions
(els residus del preu) el filtre calcula el valor de la versemblanc¸a pels para`metres escollits. Aleshores, amb
un algoritme de maximitzacio´, s’optimitzen els para`metres de les equacions de l’espai d’estats.
El conjunt de para`metres a optimitzar per al model RWSV so´n:
Θ = (γ, ση, α, σ0, µ1, σ1)
Els coeficients o`ptims obtinguts es mostren en la taula 6.3.







Taula 6.3: Coeficients i errors del model RWSV. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Hi ha dos para`metres que no es poden considerar significatius, que so´n γ i α. Aix´ı doncs, es tornen a
estimar els para`metres, eliminant un a un els no significatius per obtenir finalment el model de la taula 6.4
amb una funcio´ de densitat de la variable ξt que es presenta a la figura 6.4.





Taula 6.4: Coeficients i errors del model RWSV definitiu. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
ln(a2t ) = ln(σ
2
t ) + ξt
ln(σ2t ) = ln(σ
2
t−1) + ηt
on ηt ∼ N(0, 0.12) i ξt ∼ 12N(0, 1.0382) + 12N(−2.032, 2.2532).
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Figura 6.4: Funcio´ de densitat de la v.a. εt en el model RWSV. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Per a comprovar la bondat de l’ajust del model, s’analitzen els valors previstos estandarditzats. Sigui
a˜t = atσˆt , aquesta se`rie ha de ser independent i ide`nticament distribu¨ıda segons una distribucio´ normal
esta`ndard. Si es porta a terme el test de Kolmogorov-Smirnov per a una distribucio´ normal, s’obte´ un p-
valor de 0.147, per tant, es pot acceptar l’hipo`tesi de normalitat. L’altre aspecte a tenir en compte de a˜t
e´s l’ACF dels quadrats, que es pot observar en la figura 6.5. Com es pot observar, hi ha alguns retards
significatius dels que destaquen sobretot els retards 15 i 19.
















ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 6.5: ACF de a˜t
2 del model RWSV. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)


























Figura 6.6: Previsio´ de volatilitat segons el model RWSV. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
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7 Model Spline-Garch
7.1 Introduccio´ als splines
Un spline e´s una funcio´ polinomial definida a trossos que localment pot arribar a ser molt simple pero` alhora
globalment flexible i suau. En els problemes d’interpolacio´, e´s preferible usar la interpolacio´ per splines ja
que aporta resultats similars als aconseguits mitjanc¸ant la interpolacio´ per polinomis, inclu´s usant polinomis
de grau baix com a splines. A me´s, usant splines no es pateix el fenomen de Runge que e´s un dels grans
inconvenients de la interpolacio´ per polinomis d’elevat grau.
Definicio´. Sigui S un spline que pren valors en un interval I = [a, b] que te´ com a imatge el conjunt dels
nombres reals, R.
S : [a, b]→ R
Per tal de definir la funcio´ S a trossos, primerament, suposem que l’interval I es pot expressar com a unio´
disjunta dels k subintervals Ti, on es compleix el segu¨ent.
• Ti = [ti, ti+1], 0 ≤ i ≤ k − 1
• [a, b] = T0 ∪ T1 ∪ ... ∪ Tk−1
• a = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tk−1 = b
En cada una de les k parts Ti de l’interval I = [a, b], definim un polinomi que l’anomenem Pi.
Pi : [ti, ti+1]→ R
En l’interval i-e`sim de [a, b], S e´s definit per Pi.
• S(t) = P0(t) t0 ≤ t < t1
• S(t) = P1(t) t1 ≤ t < t2
• ...
• S(t) = Pk−2(t) tk−2 ≤ t < tk−1
Els k punts ti s’anomenen nodes. Si els nodes so´n equidistants, es diu que l’spline e´s uniforme, altrament
s’anomena no-uniforme.
Si els polinomis dels intervals Ti tenen grau n o menor, aleshores es diu que l’spline te´ grau ≤ n.
Exemples.
Interpolacio´ quadra`tica. Es tracta d’interpolar una funcio´ f(x) de la que coneixem N parelles de punts
(x, f(x)) per on passara` l’spline S. Aquest estara` definit a trossos per para`boles, e´s a dir, polinomis de grau
2. Es defineixen aquestes N − 1 funcions (Pi(x) = ai · x2 + bi · x+ c) de manera que passin per els N punts
coneguts per tal que l’spline S sigui continu. A me´s, s’imposa que l’spline S sigui derivable en tot punt, per
tant, la derivada per ambdo`s costats ha de coincidir. Si es calculen els coeficients a calcular i les restriccions,
s’obte´ que queda 1 grau de llibertat. Normalment, se sol imposar el valor de la derivada d’algun altre punt.
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Interpolacio´ de grau d. En termes gene`rics, tambe´ es tracta d’interpolar una funcio´ f(x) de la que
coneixem N parelles de punts (x, f(x)) per on passara` l’spline S. No obstant, aquest estara` definit a trossos
per polinomis de grau d. Es defineixen aquestes N − 1 funcions (Pi(x) =
∑i=d
i=0 ci · xi) de manera que passin
per els N punts coneguts per tal que l’spline S sigui continu. A me´s, s’imposa que l’spline S sigui derivable
fins a ordre d−1 en tot punt, per tant, la derivada n-e`sima per 1 ≤ n < d per ambdo`s costats ha de coincidir.
Interpolacio´ exponencial. Un cop presentats els splines polino`mics, cal dir que hi ha altres varietats de
splines, com per exemple, els splines exponencials que es mostren seguidament. Hi ha me´s d’una varietat
d’splines exponencials, ja que es poden combinar de va`ries maneres les propietats dels splines i del nombre
e. Tot seguit es mostra una manera de presentar els splines exponencials.
Sigui (xk, yk) k = 1, ..., n un mostra de punts amb −∞ < x1 < x2 < ... < xn < ∞ i |yk| < ∞. Aleshores,
es defineix l’spline f(x) = fk(x) per a x ∈ [xk, xk+1] on
fk(x) = Ak +Bk(x− xk) + Ck exp(pk(x− xk)) +Dk exp(−pk(x− xk))
0 ≤ pk <∞ k = 1, ..., n− 1
No obstant, com es veura` me´s endavant, no ha estat emprada aquesta formulacio´, sino´ una d’equivalent
que sera` presentada seguidament, a la vegada que el me`tode e´s presentat.
7.2 Per que` splines?
La majoria de models dissenyats per a la previsio´ de volatilitat so´n simples en el sentit que usen pocs
para`metres. Normalment, l’objectiu e´s buscar un model flexible que alhora valori el criteri de parsimo`nia.
No obstant, en l’article [12] els autors Engle i Rangel van introduir el model Spline-GARCH, el primer model
que usava splines per a la previsio´ de la volatilitat no condicional. Me´s endavant, a l’abril del 2007, Audrino i
Bu¨hlmann van publicar un altre article [3] tot i que l’u´s dels splines e´s totalment diferent en els dos treballs.
En el primer article demostren que un spline exponencial e´s una parametritzacio´ no negativa molt adient
per als canvis lents de la varia`ncia no condicional al llarg del temps mentre que els segons usen una base de
B-splines (so´n splines que minimitzen el suport fixats el grau, la suavitat i el domini) en un intent d’aproximar
la funcio´ de varia`ncia condicional.
7.3 Spline-GARCH
El model que presenten Engle i Rangel l’any 2005 parteix del model GARCH(1,1) i l’amplien tot buscant
una modelitzacio´ flexible per a la previsio´ de la volatilitat. El seu objectiu e´s millorar la previsio´ de la
volatilitat a mig termini, ja que els models me´s usats com el GARCH(1,1) funcionen molt be´ per curt termini
pero` suposen una volatilitat constant a mig termini degut a que so´n models auto-regressius. Per millorar
aquest punt, els autors creen un model suficientment flexible que te´ en compte els patrons de llarg termini
observats en les dades histo`riques. Introdueixen una tende`ncia que es genera usant un spline exponencial
quadra`tic el qual produeix una corba suau que descriu la component de la volatilitat de llarg termini basada
exclusivament en la informacio´ que contenen les dades.
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El model GARCH(1,1) usa la segu¨ent formulacio´:





La varia`ncia no condicional aleshores e´s
E[a2t ] = σ
2 = α0 + (α1 + β1)σ2
σ2 =
α0
1− α1 − β1
En aquesta formulacio´ s’esta` suposant que α0 e´s constant. En el cas que no ho fo´s, la formulacio´ es complica:





E[a2t ] = σ






α0t−j (α1 + β1)
j
Aquesta formulacio´ e´s dif´ıcil d’interpretar i per aixo`, Engle i Rangel van provar de manera multiplicativa.
Assumint que la varia`ncia no condicional es pot expressar com un spline quadra`tic exponencial per a k nodes
equidistants, el model Spline-GARCH dels autors es pot expressar de la segu¨ent manera:
rt =
√
τtgtεt, on εt|Ft−1 ∼ N(0, 1) (7.1)











ωi((t− ti−1)+)2 + ztγ
)
(7.3)
on τt es pot veure com una funcio´ del temps i de variables exo`genes (zt), Ft denota la informacio´ disponible
en l’instant de temps t inclo`s els rendiments fins al mateix instant de temps t, zt representa les variables
externes com poden ser el Producte Interior Brut (PIB) o l’´Index de Produccio´ Indutrial (IPI),
(t− ti)+ =
{
(t− ti) si t > ti
0 altrament
i {t0 = 0, t1, t2, ..., tk = T} denota una particio´ en el temps de longitud de T en k espais equidistants.
S’anomena Θ = {µ, α, β, c, ω0, ω1, ..., ωk} al conjunt de para`metres que s’ha d’optimitzar, on s’ha d’afegir el
para`metre k, el nombre de nodes que tindra` l’spline. Per a optimitzar aquest u´ltim para`metre k, el me`tode
aconsellat i emprat pels autors e´s el valor del Criteri d’Informacio´ Bayesiana (BIC). Pels para`metres del
vector Θ s’emprara` ma`xima versemblanc¸a, com es veura` a continuacio´.
El model estimat per Engle i Rangel te´ la virtut de reproduir el comportament de la volatilitat a curt i a
mig termini. L’equacio´ 7.2 caracteritza el moviment a curt termini, conservant les propietats del GARCH i,
complementa`riament, l’equacio´ 7.3 descriu la volatilitat a mig termini.
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No obstant, l’important e´s focalitzar-se en el curt termini, per a poder comparar aquest me`tode amb els
presentats anteriorment. Amb aquest objectiu s’adapta el model dissenyat per a Engle i Rangel.
7.4 Adaptacio´
El model Spline-GARCH dissenyat per als residus at del model de previsio´ de preus del mercat ele`ctric
segueix la segu¨ent formulacio´:
at =
√
τtgtεt, on εt|Ft−1 ∼ N(0, 1) (7.4)














Hi ha dues difere`ncies entre la formulacio´ de Engle i Rangel i la que s’usa en aquest treball. En l’equacio´ 7.5
no apareix la mitjana dels residus µ ja que s’ha vist anteriorment que es podia assumir que l’esperanc¸a dels
residus era nul·la, µ = E[at] = 0. Altrament, en l’equacio´ 7.6 no apareix el terme ztγ ja que en centrar-nos en
la volatilitat sobretot a curt termini, no acaba de tenir sentit la incorporacio´ de variables macroecono`miques
zt. Els para`metres tenen la mateixa definicio´ que en el cas anterior. Ft denota la informacio´ disponible en
l’instant de temps t inclo`s els s fins al mateix instant de temps t.
(t− ti)+ =
{
(t− ti) si t > ti
0 altrament
i t0=0,t1,t2,...,tk = T denota una particio´ en el temps de longitud de T en k espais equidistants. A me´s,
anomemem Θ = {α, β, c, ω0, ω1, ..., ωk} al conjunt de para`metres que s’han d’estimar. Com fan els autors de
[12], s’usara` el Criteri d’Informacio´ Bayesiana (BIC) per a optimitzar el para`metre k.
Estimacio´ de para`metres. Mitjanc¸ant el criteri de ma`xima versemblanc¸a, s’han estimat el conjunt de
para`metres Θ. S’ha usat la suposicio´ que la distribucio´ e´s gaussiana, ja que Engle i Rangel aix´ı ho van suposar
en el seu article. Tot seguit, es calcula la funcio´ de versemblanc¸a per al me`tode adaptat.
Recordem que una distribucio´ normal N(µ, σ2) te´ la segu¨ent funcio´ de densitat:








Per a una mostra de n variables aleato`ries normals independents i ide`nticament distribu¨ıdes, la funcio´ de
densitat e´s la segu¨ent:
















Les distribucions tenen com a para`metres (µ,σ(Θ)2) i la funcio´ de versemblanc¸a que s’ha de maximitzar e´s
L(µ, σ) = f(x1, ..., xn|µ, σ)
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Com que el logaritme e´s una funcio´ cont´ınua i creixent estrictament, es maximitza el logaritme de la
versemblanc¸a. El problema a resoldre e´s el segu¨ent:
argmax
θ∈Θ
log(L(µ, σ(θ))) = argmax
θ∈Θ
l(µ, σ(θ))
on l(µ, σ(Θ)) e´s el logaritme de la versemblanc¸a que e´s igual a la segu¨ent fo´rmula.




















































































Partint de que es coneix el valor dels para`metres α = 0.077911 i β = 0.906370 estimats anteriorment en
el model GARCH(1,1), fixat el valor de k es pot procedir al ca`lcul de les funcions τt i gt tot maximitzant la
versemblanc¸a. Per a aixo`, usarem la funcio´ nlm del software R.
Amb l’objectiu d’optimitzar el para`metre k, es calculen els valors de BIC obtinguts fixant el valor de la k
entre 3 i 15 i que es publiquen a la taula 7.1.
BIC = k · ln(ndades)− 2 · ln(versemblanc¸a)
El mı´nim BIC s’obte´ per k = 4 para`metres, com es pot visualitzar a la figura 7.1.
















Taula 7.1: BIC obtingut per diferents valors de k. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)


























Figura 7.1: Valors de BIC per als diferents valors de k. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Es pot observar en la taula 7.2 com l’u´ltim para`metre, ω4 e´s clarament no significatiu. Per tant, s’ha de
tornar a estimar el model, imposant que aquest para`metre sigui nul. Hi ha un altre para`metre no significatiu,
c, pero` s’han de retirar els para`metres d’un a un. Els resultats obtinguts amb la nova restriccio´ es mostren
a la taula 7.3:
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Para`metre Coeficient Error est.
c 0.08 0.07
ω0 4.916 · 10−4 1.517 · 10−4
ω1 -0.003 2.687 · 10−6
ω2 0.005 4.702 · 10−6
ω3 0.002 5.15 · 10−6
ω4 9.25 · 10−5 0.88
Taula 7.2: Coeficients i errors del model Spline-GARCH. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Para`metre Coeficient Error est.
c 0.081 0.008
ω0 4.948 · 10−4 1.502 · 10−4
ω1 -0.003 1.813 · 10−6
ω2 0.005 5.073 · 10−6
ω3 0.002 5.096 · 10−6
Taula 7.3: Coeficients i errors del model definitiu Spline-GARCH. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
El BIC d’aquest model e´s -2699.51, que e´s el mı´nim valor de tots els mostrats en la taula 7.1. Per tant, el
model definitiu queda de la segu¨ent manera:
at =
√
τtgtεt, on εt|Ft−1 ∼ N(0, 1) (7.7)






τt = 0.081 exp
(
0.0005t− 0.0027((t− t0)+)2 + 0.0054((t− t1)+)2 + 0.0025((t− t2)+)2
)
(7.9)







El test de Kolmogorov-Smirnov retorna un p-valor de 0.1076, per tant, es pot acceptar la hipo`tesi de
normalitat dels residus estandarditzats. L’altre aspecte a tenir en compte de a˜t e´s l’ACF de la variable al
quadrat, que es pot observar en la figura 7.2. Com es pot observar, no hi ha cap retard significatiu. Aixo` pot
ser un primer indicador de la qualitat del model, ja que e´s el primer que no conte´ cap retard de l’ACF dels
residus estandarditzats al quadrat significatiu.
La volatilitat estimada segons aquest model es pot apreciar en la gra`fica 7.3.
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ACF dels errors estandaritzats al quadrat
Figura 7.2: ACF de a˜t



























Els errors comesos per l’equacio´ de la mitjana contenen la informacio´ referent a la volatilitat. Aquests
residus so´n l’u´nic input que necessiten els diferents models condicionalment heterosceda`stics analitzats. Els
que so´n estudiats en aquest projecte han estat dissenyats per a reproduir propietats de les se`ries financeres
com cues pesades, exce´s de kurtosis o efecte leverage. No obstant, no totes aquestes propietats so´n presents
en la se`rie que s’ha analitzat, cosa que provoca que la bondat d’ajust exigible en els models no pugui ser tan
alta com la que s’exigeix en els estudis de dades financeres.
Siguin els residus at, calculats com a pt − pˆt. A la taula 8.1 es poden trobar els estad´ıstics dels residus de
la mostra utilitzada, que va de l’1 de juliol del 2006 fins al 19 de marc¸ del 2009.
Mitj. Desv. est. Mı´n. Ma`x. Skew. Kurt. n
0.006 0.365 -1.348 2.169 0.3556 5.957 993
Taula 8.1: Informacio´ estad´ıstica dels residus. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
S’ha comprovat que estad´ısticament es pot acceptar que la mitjana e´s igual a zero amb un nivell de confianc¸a
del 95%. Aquesta e´s una propietat que s’esperava, ja que una de les premisses dels models de previsio´ e´s que
els residus estiguin centrats en el zero.
Pel que fa a la assimetria de les dades, es pot observar que e´s positiva, e´s a dir, que la cua de la part
dreta de la distribucio´ e´s me´s allargada que l’esquerra. S’ha vist que aquesta assimetria e´s significativament
diferent de zero.
En refere`ncia al moment de quart ordre, la distribucio´ dels residus e´s leptocu´rtica, e´s a dir, hi ha exce´s de
kurtosis (2.957 + 3). Afortunadament, els models condicionalment heterosceda`stics han estat dissenyats per
a representar aquesta propietat present tambe´ a les se`ries financeres.
A me´s, una altra caracter´ıstica que els residus analitzats comparteixen amb les se`ries financeres e´s la
prese`ncia de cues pesades. Es pot comprovar observant el q-q plot mostrat a la figura 8.1.
8.2 Models
Per a realitzar la comparacio´ entre els diferents me`todes s’ha seguit la metodologia emprada a l’article de
Mun˜oz et al. publicat l’any 2007 [22]. D’altra banda, per a comprovar l’adaptacio´ dels models a les dades
s’han seguit les indicacions del llibre de R.S. Tsay del 2002 [27]. Com ja s’ha dit anteriorment, el problema
principal en l’avaluacio´ dels models condicionalment heterosceda`stics e´s que la volatilitat e´s un proce´s no
observable. Per tant, el que se sol fer e´s definir una variable proxy4 per a poder usar el valor d’aquesta
4Una variable proxy e´s una variable que per si mateixa no te´ gran intere`s, pero` de la qual es poden obtenir altres variables
de gran intere`s. Per a que aixo` sigui possible, la variable proxy ha d’estar correlacionada amb el valor d’intere´s. (Font:
www.wikipedia.org)
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Figura 8.1: Qq-plot dels residus. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
variable com a valor de la volatilitat. D’aquesta manera, la comparacio´ entre els models e´s possible, tot i que
depe`n totalment del proxy elegit. Els proxys que es solen usar so´n els segu¨ents:
• El valor absolut dels residus de l’equacio´ de la mitjana |at|.
• El quadrat dels residus de l’equacio´ de la mitjana a2t .
• La volatilitat realitzada intradia`ria, que en el cas del mercat ele`ctric e´s la desviacio´ esta`ndard dels 24
errors horaris comesos en la previsio´ del preu. Per a poder computar aquesta proxy es necessita un
model horari.
• La difere`ncia de l’error horari ma`xim menys l’error mı´nim.
• La desviacio´ esta`ndard de k residus, on aquests residus so´n mo`bils. Aquest me`tode es coneix com a
volatilitat dia`ria mo`bil (de l’angle`s Rolling daily volatility (RDV)).
Seguint la metodologia de [22], el proxy usat e´s el me`tode Rolling daily volatility. El valor de la variable








on k e´s la longitud de la finestra mo`bil i ak e´s la mitjana dels k residus usats.
El valor usat de la variable e´s k = 11, de manera que per a calcular el proxy de la volatilitat en el
moment t es comptabilitza la desviacio´ esta`ndard dels residus de l’equacio´ de la mitjana en els instants






















Figura 8.2: Valor del proxy per a la volatilitat segons el me`tode RDV. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Una vegada es tenen els valors previstos de volatilitat segons cada me`tode i els valors de la proxy, s’ha de
definir una funcio´ per a comptabilitzar l’error en la previsio´ feta pels me`todes analitzats. La funcio´ per a
mesurar l’error e´s el quadrat de la difere`ncia del valor al quadrat de la proxy menys el valor de la previsio´ de











on σˆt+1|t e´s la volatilitat estimada segons el model en l’instant t per a l’instant t+ 1.
Aquesta funcio´ computa la bondat de l’ajust de les previsions del model a curt termini, concretament per
al dia segu¨ent, respecte al valor de la proxy, σˆRDVt+1 .
Finalment, s’acaben comparant els me`todes entre si, mitjanc¸ant la difere`ncia de les respectives funcions de
pe`rdua o d’error. Sigui σˆkt+1|t la volatilitat prevista pel me`tode k per l’instant t+1 en l’instant t. Aleshores,
per a comparar les previsions de l’instant t+ 1 dels me`todes i i j, s’usa la segu¨ent fo´rmula 8.3, que computa












Aleshores, el que s’ha de comprovar e´s si l’esperanc¸a d’aquesta difere`ncia, dt+1 e´s significativament diferent
de zero o no. Per aixo`, el contrast que es realitza e´s el segu¨ent.{
H0 : E(dt) = 0
H1 : E(dt) 6= 0
Assumint que la variable aleato`ria dt e´s independent i ide`nticament distribu¨ıda (i.i.d.), el test estad´ıstic




I+(dt) on I+(dt) =
{
1 si dt > 0
0 altrament
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E´s important remarcar que el valor de la variable S sera` igual al nombre de vegades que, seguint la
nomenclatura de l’equacio´ 8.3, el model i realitza una pitjor previsio´ que el model j. S’ente´n que el model i
realitza una pitjor previsio´ que el model j si la funcio´ de pe`rdua definida en l’equacio´ 8.2 pren un valor me´s
elevat amb la previsio´ del model i que amb la del model j.
Finalment, tal com es diu a l’article de refere`ncia [22], seguint l’article de Diebold et al. de l’any 1995
[10], s’usa que el test del signe e´s assimpto`ticament normal. Per tant, la variable aleato`ria Sa segueix una
distribucio´ normal esta`ndard.
Sa =
S − 0.5 ·N√
0.25 ·N ∼ N(0, 1) (8.4)
Consequ¨entment, si el valor de la variable Sa ∈ (−1.96, 1.96) no hi ha evide`ncia estad´ıstica contra la
hipo`tesi nul·la i, per tant, no es pot rebutjar l’hipo`tesi que els dos me`todes tenen un comportament similar.
En canvi, si el valor de la variable no pertany a l’interval s’ha de rebutjar la hipo`tesi nul·la, e´s a dir, un dels
dos me`todes e´s significativament millor que l’altre. En altres paraules, Sa e´s la variable S tipificada i, per
tant, aquesta variable Sa ens aporta informacio´ sobre la quantitat mitjana de vegades que el me`tode i te´
pitjor comportament que el me`tode j. Aquest nombre, finalment, es compara segons una distribucio´ normal
tipificada.
Aquest test s’ha dut a terme amb dues mostres diferents. La primera i la me´s interessant esta` formada pels
residus obtinguts entre el 20 de marc¸ del 2009 i el 5 de maig del 2009. Aquests residus no han estat utilitzats
en l’estimacio´ dels para`metres dels models. Amb aquest grup de dades, que anomenarem out-of-the-sample,
s’ha dut a terme la previsio´ de volatilitat de l’instant t + i des de l’instant t, e´s a dir, usant la informacio´
disponible fins a l’instant t, on i ∈ [1, 10]. Cal notar que N = 47 observacions so´n suficients per a poder
considerar la distribucio´ assimpto`tica de la variable aleato`ria Sa. No obstant, tot i que seria recomenable
disposar de me´s observacions, no ha estat possible obtenir-ne me´s.
La segona mostra, amb menys importa`ncia a efectes pra`ctics, conte´ els residus obtinguts entre l’1 de juliol
del 2006 i el 19 de marc¸ del 2009. A difere`ncia de l’altra mostra, aquests residus s´ı que han estat emprats en
l’estimacio´ dels para`metres dels models. Amb aquest grup de dades, que anomenarem in-the-sample, nome´s
s’ha analitzat el comportament de les previsions a un pas, e´s a dir, les previsions de la volatilitat de l’instant
t+ 1 amb la informacio´ del moment t.
Per la mostra out-of-the-sample, la comparacio´ de la previsio´ a un dia entre tots els me`todes es pot observar
a la taula 8.2. Tot i que nome´s es publica la comparacio´ per un horitzo´ a un dia, els resultats per a tots els
horitzons so´n comentats al cap´ıtol 9 Conclusions.
La taula 8.2 aporta informacio´ sobre la comparacio´ directa entre els me`todes dos a dos. Per la mostra
out-of-the-sample, en el cas d’un horitzo´ a un dia, es pot observar que gairebe´ totes les possibles parelles
de models tenen comportaments significativament diferent. Nome´s es pot acceptar que so´n semblants les
segu¨ents parelles:
• ARCH(7) i ARCHt(7)
• GARCH(1,1) i GARCHt(1,1)
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Models ARCH(4) ARCt3 ARC7 ARCt7 GAR GARt IGAR IGARt ARSV RWSV
ARCHt(3) -3.65 - - - - - - - - -
ARCH(7) 4.81 5.69 - - - - - - - -
ARCHt(7) 4.52 5.98 0.73 - - - - - - -
GARCH 6.27 6.27 4.81 5.40 - - - - - -
GARCHt 5.98 6.27 4.81 5.11 -1.31 - - - - -
IGARCH 5.40 5.98 3.06 5.11 2.19 1.90 - - - -
IGARCHt 5.40 5.98 4.81 4.81 1.90 -1.90 -3.06 - - -
ARSV 5.98 6.27 5.98 5.98 5.69 5.69 5.69 5.69 - -
RWSV 5.98 6.27 5.98 5.98 5.69 5.69 5.69 5.69 5.11 -
SP-GAR 6.56 6.27 5.98 6.56 5.69 5.98 5.69 5.98 2.48 0.73
Taula 8.2: Valor de la variable aleato`ria Sa en la comparacio´ dels valors previstos a un pas de volatilitat
(out-of-the-sample). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
• GARCHt(1,1) i IGARCH(1,1)
• GARCH(1,1) i IGARCHt(1,1)
• GARCHt(1,1) i IGARCHt(1,1)
• RWSV i Spline-GARCH
A la taula 8.3 es pot observar el valor de la variable aleato`ria Sa per les previsions a un dia de la mostra
in-the-sample. En aquest cas, torna a quedar patent que poques parelles de models es poden considerar amb
comportament semblant. Concretament, nome´s:
• ARCH(4) i ARCHt(3)
• GARCH(1,1) i GARCHt(1,1)
• ARSV(1) i RWSV
E´s important notar que a l’hora de comparar els models, tenen molta me´s importa`ncia els resultats
obtinguts amb la mostra out-of-the-sample ja que e´s on s’avalua la previsio´ de volatilitat en condicions
reals. No obstant, com s’ha dit anteriorment, el test del signe nome´s aporta informacio´ sobre la significativi-
tat de la difere`ncia entre els errors comesos per cada parella de me`todes. Aix´ı doncs, un cop s’ha comparat el
comportament, s’ha de quantificar l’error de cada me`tode i, a tal efecte, s’usa l’Error Quadra`tic Mig (EQM).











Tot i que l’EQM quantifica l’error i el test del signe s’usa per a comparar els models un respecte l’altre,
s’ha de tenir en compte que poden portar a conclusions totalment diferents. Per a demostrar aquesta possible
situacio´, s’usara` un exemple poc probable.
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Models ARCH(4) ARCt3 ARC7 ARCt7 GAR GARt IGAR IGARt ARSV RWSV
ARCHt(3) 0.76 - - - - - - - - -
ARCH(7) 6.94 6.43 - - - - - - - -
ARCHt(7) 7.32 6.49 3.31 - - - - - - -
GARCH 8.72 8.84 6.30 6.36 - - - - - -
GARCHt 9.04 8.84 6.49 7.13 0.45 - - - - -
IGARCH 6.36 6.36 4.96 4.52 -4.01 -3.82 - - - -
IGARCHt 6.17 7.13 4.07 4.26 -6.49 4.90 -5.73 - - -
ARSV 8.21 8.21 6.30 6.17 5.15 5.15 5.69 6.24 - -
RWSV 7.95 8.53 6.36 6.55 4.58 3.94 5.69 6.74 -1.85 -
SP-GAR 9.86 8.78 8.72 8.91 8.21 8.14 5.69 9.74 2.86 4.90
Taula 8.3: Valor de la variable aleato`ria Sa en la comparacio´ dels valors previstos a un pas de volatilitat
(in-the-sample). (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Seguint la nomenclatura de l’equacio´ 8.3, es tenen dos models i i j. Pot succeir que el model i comet un
error major que el model j en N − 1 observacions. Aleshores, S prendra` un valor molt elevat i, per tant,
Sa sera` significativament superior a 1.96 i es podra` afirmar que hi ha difere`ncia entre els dos me`todes. Com
que Sa e´s significativament major que zero, es sabra` que el me`tode j, normalment, comet errors menors que
el me`tode i. No obstant, en calcular l’EQM pot passar que l’EQM del model i sigui inferior. Pot donar-se
aquest cas si en l’u´nic instant on el model j ha realitzat una previsio´ pitjor que el model i, el model j ha
come`s un error molt gran.
E´s clar que aquest exemple e´s poc probable, pero` l’objectiu e´s posar de manifest que els dos me`todes no
tenen perque` portar a conclusions ide`ntiques.
A les taules 8.4 i 8.5 es pot consultar l’Error Quadra`tic Mig a un dia de previsio´ amb la mostra out-of-the-
sample i in-the-sample, respectivament.
Me`tode ARCH(4) ARCHt(3) ARCH(7) ARCHt(7) GARCH
EQM 0.00357 0.00392 0.0026 0.00255 0.00118
GARCHt IGARCH IGARCHt ARSV RWSV Spline-GARCH
0.0012 0.00113 0.00119 0.00049 0.00042 0.00022
Taula 8.4: Valor de l’error quadra`tic mig en les previsions a un dia d’horitzo´ (out-of-the-sample). (Font:
Elaboracio´ pro`pia.)
Combinant la informacio´ mostrada en les taules 8.2 i 8.4 es pot observar com el model amb menys error
e´s el Spline-GARCH. No obstant, no es pot considerar significativa la difere`ncia amb el me`tode RWSV. Per
la mostra out-of-the-sample, les conclusions que es poden extreure so´n les segu¨ents:
• Els millors models so´n Spline-GARCH i RWSV.
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• Els pitjors models so´n ARCHt(3) i ARCH(4).
• En els models ARCH(4) i IGARCH hi ha difere`ncies entre suposar una distribucio´ t-student o gaussiana.
Concretament, do´na millors resultats suposar una distribucio´ gaussiana. En canvi, per els models
ARCH(7) i GARCH no s’aprecia cap difere`ncia significativa.
• Comparant models de la famı´lia GARCH i SV, es pot concloure que les previsions a 1 dia fetes pels
models SV so´n molt millors.
• Dins de la famı´lia SV, el millor model e´s el RWSV.
Me`tode ARCH(4) ARCHt(3) ARCH(7) ARCHt(7) GARCH
EQM 0.0089 0.0084 0.0084 0.008 0.007
GARCHt IGARCH IGARCHt ARSV RWSV Spline-GARCH
0.0068 0.008 0.0079 0.0095 0.0087 0.0058
Taula 8.5: Valor de l’error quadra`tic mig en les previsions a un dia d’horitzo´ (in-the-sample). (Font: Elabo-
racio´ pro`pia.)
Analitzant la mostra in-the-sample, e´s a dir, sintetitzant la informacio´ mostrada en les taules 8.3 i 8.5 les
conclusions so´n les segu¨ents:
• Els errors EQM de tots els models so´n superiors als de la mostra out-of-the-sample. Aixo` e´s degut
a que l’EQM e´s un error absolut i no relatiu, i al llarg de la mostra in-the-sample s’assoleixen valors
molt me´s elevats de volatilitat en comparacio´ amb els de la mostra out-of-the-sample. Aleshores, aixo`
provoca fa`cilment errors me´s elevats.
• El millor model, amb difere`ncia, e´s Spline-GARCH.
• Els models amb error me´s elevat so´n els de la famı´lia SV.
• Els models GARCH tenen bon comportament en valors elevats de volatilitat.
D’altra banda, com s’ha dit al principi de la seccio´, el llibre de Tsay [27] proposa una se`rie d’estad´ıstics
per a la validacio´ dels models. Aquests estad´ıstics es basen en els residus estandarditzats a˜t = at/σˆt.
Concretament, s’usa l’estad´ıstic Ljung-Box dels residus al quadrat per a comprovar la bondat d’ajust de
l’equacio´ de la volatilitat. A me´s, tambe´ s’utilitzen la mitjana, la desviacio´ esta`ndard, l’skewness i la kurtosis
dels residus estandarditzats per a validar les assumpcions fetes inicialment, aix´ı com probability plots. Cal
destacar que els residus provinents dels models GARCH on s’ha suposat una distribucio´ t-student han de ser
normalitzats, per a poder ser comparats en igualtat de condicions.
La metodologia que es segueix per a normalitzar els residus estandarditzats e´s la desenvolupada per Kim
et al. (1998) [18] i usada per Mun˜oz et al. (2007) a [22].
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on ε ∼ tν i.i.d. χ2t,ν ∼ χ2ν i.i.d.
i εt i χ2t so´n independents.
Seguidament, es mostren en detall els resultats obtinguts per a cada propietat a tenir en compte dels residus
estandarditzats. S’ha decidit publicar tots els models excepte el model ARCH(4) i el model ARCHt(3) degut
a qu¨estions pra`ctiques i a que s’ha vist que eren els dos pitjors me`todes.
ACF. L’ACF dels residus estandarditzats s’usa per a quantificar la bondat d’ajust de l’equacio´ de la
mitjana. En aquest cas, nome´s es quantificara` l’ACF dels residus al quadrat, ja que aquesta e´s una magnitud
usada per a valorar l’ajust de l’equacio´ de la varia`ncia. Concretament, s’ha realitzat el test de Ljung-Box
amb l’ACF dels residus estandarditzats al quadrat per als 10, 15 i 20 primers retards obtenint els resultats
mostrats a la taula 8.6.
Retards ARCH-7 ARCHt-7 GARCH GARCHt IGARCH IGARCHt ARSV RWSV SP-GAR
10 0.952 0.974 0.805 0.791 0.816 0.792 0.789 0.719 0.919
15 0.493 0.506 0.576 0.536 0.675 0.63 0.213 0.037 0.918
20 0.36 0.356 0.431 0.399 0.441 0.404 0.124 0.036 0.942
Taula 8.6: P-valor del test Ljung-Box amb k graus de llibertat per a k = 10, 15 i 20 retards dels residus
estandarditzats al quadrat. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Com es pot observar, tots els me`todes disminueixen la seva fiabilitat a partir del retard 15, considerable-
ment. No obstant, tots els me`todes superen el llindar de 0.05 excepte el RWSV.
Normalitat. Una de les assumpcions que s’accepta al principi de l’estimacio´ del me`tode e´s la distribucio´
dels residus. En aquest cas, en alguns me`todes s’ha pressuposat una distribucio´ gaussiana i d’altres una de
t-student. Per tant, no e´s possible comparar directament tot el conjunt dels me`todes en aquest apartat. No
obstant, s’ha aplicat el test Kolmogorov-Smirnov a cada me`tode, en funcio´ de la funcio´ de distribucio´ assum-
ida, per tal de facilitar la comparacio´ entre me`todes amb assumpcions ide`ntiques. Els resultats obtinguts es
mostren a la taula 8.7.
ARCH-7 ARCHt-7 GARCH GARCHt IGARCH IGARCHt ARSV RWSV SP-GAR
0.19 0.032 0.15 0.032 0.082 0.006 0.113 0.147 0.108
Taula 8.7: P-valor del test de Kolmogorov-Smirnov per a comprovar si els residus estandarditzats segueixen
la distribucio´ assumida. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
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Pel que fa a l’assumpcio´ de distribucio´ normal, tots els me`todes superen el test, tot i que amb p-valors
relativament baixos. Pel que fa a la distribucio´ de t-student, cap dels tres me`todes supera el p-valor de 0.05.
No obstant, hi ha un me`tode, IGARCHt, que es diferencia com el pitjor.
Estad´ıstics. A me´s de comprovar la distribucio´ assumida, tambe´ es poden comparar diversos estad´ıstics
com la mitjana, la varia`ncia no condicional, l’skewness i la kurtosis. La comparacio´ e´s entre els valors estimats
per als models condicionalment heterosceda`stics i els valors mostrals de les dades. Per a poder comparar tots
els me`todes en aquest apartat, s’ha procedit amb la normalitzacio´ dels residus provinents de distribucions
t-student, explicada anteriorment.
Mitjana. La mitjana dels residus e´s significativament igual a zero, aix´ı doncs, es compleix una de les
premises que s’imposa en els residus provinents de qualsevol model de previsio´. En la taula 8.8 es pot
comprovar com tots els models compleixen que la mitjana dels residus e´s estad´ısticament igual a zero, amb
una confianc¸a del 95%. A me´s, remarcar que s’ha realitzat el test d’igualtat de mitjanes per a dues mostres,
la mostral i la dels residus, per a cada model i que en cada cas es podia acceptar la igualtat de mitjanes.
Varia`ncia. L’objectiu del projecte e´s presentar, comparar i, principalment, avaluar diversos models condi-
cionalment heterosceda`stics. No obstant, s’ha decidit comparar la desviacio´ esta`ndard no condicional mostral,
e´s a dir, dels residus de l’equacio´ de la mitjana amb la mitjana de la volatilitat estimada per a cada me`tode.
Aquests valors tambe´ es poden observar en la taula 8.8, on es pot veure la millor estimacio´ dels models
GARCH en general.
Skewness. A me´s de comprovar la distribucio´ assumida pels residus estandarditzats juntament amb la
seva mitjana i varia`ncia, es pot obtenir informacio´ addicional calculant els moments de tercer i quart ordre
mostrals i comparant-los amb els valors dels residus estandarditzats. Els resultats obtinguts en els models es
mostren a la taula 8.8. Com es pot observar, l’skewness de les dades e´s significativament diferent de zero (a
un nivell del 5%), pero` en canvi, cap model aconsegueix representar aquesta assimetria.
Kurtosis. La kurtosis e´s el quart moment esta`ndard i do´na valor a la concentracio´ al voltant del pic ma`xim.
Els residus de la mitjana tenen kurtosis molt elevada (una distribucio´ normal te´ un valor teo`ric de tres) i
per aixo` es pot comprovar a la taula 8.8 com l’assumpcio´ d’una distribucio´ t-student per els residus ajuda a
explicar les cues pesades presents en les dades mostrals.
Variable Dades ARCH7 ARCHt7 GAR GARt IGAR IGARt ARSV RWSV SP-GAR
Mitjana 0.006 0.005 0.01 0.009 0.014 0.008 0.006 0.006 0.003 0.004
Desv. est. 0.365 0.35 0.35 0.349 0.349 0.36 0.362 0.294 0.299 0.304
Skewness 0.356* 0.03 0.006 0.017 0.113 -0.091 0.008 -0.021 -0.106 0.024
Kurtosis 5.98* 3.95* 4.76* 4.01* 6.07* 4.02* 4.88* 4.15* 4.42* 3.08
Taula 8.8: Estad´ıstics dels residus de l’equacio´ de la mitjana i dels residus estandarditzats. (Font: Elaboracio´
pro`pia.)
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Probability plot. Finalment, una eina molt u´til per a comprovar visualment la normalitat dels residus e´s
l’u´s dels probability plots, com es poden apreciar a la figura 8.4. En el cas de distribucio´ t-student s’usen
pplots per a t-students, sense normalitzar els residus, com es pot observar a la figura 8.3. Observant les dues
figures es pot veure com la suposicio´ de la distribucio´ de t-student, les cues pesades so´n menys abundants.








































































Figura 8.3: Q-q plot dels residus estandarditzats assumint una distribucio´ t-student. (Font: Elaboracio´
pro`pia.)









































































Figura 8.4: Q-q plot dels residus estandarditzats assumint una distribucio´ gaussiana. (Font: Elaboracio´
pro`pia.)
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Un altre aspecte comparable entre els models e´s el valor dels moments teo`rics dels models. En aquest
apartat nome´s es comparen els models GARCH(1,1) i ARSV(1). En els cap´ıtols anteriors s’han desenvolupat
les fo´rmules per al ca`lcul d’aquests valors i aqu´ı es comparen amb els valors mostrals a la taula 8.9.
Moments Mostral GARCH ARSV
Varia`ncia 0.133 0.14 0.107
Kurtosis 5.957 4.912 5.4
Varia`ncia (ln(a2t )) 5.026 – 5.518
Taula 8.9: Comparacio´ entre els valors teo`rics i els valors mostrals del model GARCH (1,1) i ARSV(1).
(Font: Elaboracio´ pro`pia.)
S’ha realitzat el contrast de varia`ncia per a una mostra per als residus de l’equacio´ de la mitjana. D’aquesta
manera, es pot contrastar si estad´ısticament, els valors de la varia`ncia mostral i la teo`rica so´n diferents o
no. Els resultats es presenten a la segu¨ent taula 8.10, on es pot veure com es pot acceptar que la varia`ncia
teo`rica del model GARCH coincideix amb la mostral de les dades, cosa que no passa amb el model ARSV.{
H0 : S2 = σ0
H1 : S2 6= σ0
L’estad´ıstic que es calcula e´s
Sa =
(n− 1) · s2
σ20
Sa ∼ χ2n−1




Taula 8.10: P-valor del contrast estad´ıstic per a verificar si la varia`ncia d’una mostra e´s igual a un valor
concret. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
Pel que fa a la kurtosis es procedeix amb un proce´s semblant. En aquest cas, es calcula l’interval de
confianc¸a al 95% de l’estimador usat per a calcular el valor mostral de la kurtosis. L’interval en qu¨estio´ e´s
(5.64, 6.27). El valor mostral per la kurtosis del model ARSV (el me´s proper dels dos) no es pot considerar
significativament igual al valor mostral.
Finalment, els valors mostrals i teo`rics de l’ACF dels residus es comparen en la segu¨ent taula 8.11.
Es pot observar com l’ACF teo`ric dels residus al quadrat del model de preus i l’ACF mostral no tenen un
comportament molt semblant. Es pot acceptar que es mouen en magnituds similars, pero` no segueixen la
tende`ncia decreixent constant que segueix l’ACF teo`ric.
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RETARD MOSTRAL GARCH ARSV
1 0.194 0.171 0.112
2 0.111 0.169 0.110
3 0.177 0.166 0.108
4 0.163 0.163 0.106
5 0.122 0.161 0.105
6 0.197 0.158 0.103
7 0.189 0.156 0.102
8 0.125 0.153 0.100
9 0.131 0.151 0.098
10 0.259 0.149 0.097
11 0.139 0.146 0.095
12 0.061 0.144 0.094
13 0.123 0.142 0.092
14 0.152 0.139 0.091
Taula 8.11: ACF teo`rics i mostrals dels primers 14 retards dels residus al quadrat. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
8.3 Previsio´
En definitiva, tots aquests indicadors usats per a l’ana`lisi poden ser emprats per a determinar el model que
millor s’ajusta a les dades. No obstant, una manera tambe´ molt acceptada per a escollir el millor model i que
e´s diferent de les comentades fins ara e´s comparar visualment els valors de la volatilitat estimada i prevista
pas a pas. Els valors estimats de la volatilitat es poden observar en les figures 8.5, 8.6 i 8.7, juntament amb































































































































Figura 8.7: Valors estimats de volatilitat per els me`todes i la variable proxy. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
La finalitat pra`ctica del treball e´s utilitzar el millor model per a obtenir valors previstos per a la volatilitat.
Per aixo`, la visualitzacio´ d’aquestes previsions pas a pas, en un horitzo´ de 45 dies, pot ser un altre factor
decisiu en la valoracio´ de models. Amb aquesta finalitat, doncs, es mostren els valors previstos pas a pas pels
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Figura 8.10: Previsio´ de volatilitat pas a pas en la mostra out-of-the-sample. (Font: Elaboracio´ pro`pia.)
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9 Conclusions
L’objectiu principal d’aquest treball ha estat realitzar un estudi de models condicionalment heterosceda`stics
aplicats al mercat ele`ctric espanyol. Consequ¨entment, s’han desenvolupat diversos models que permeten
l’estimacio´ i previsio´ a curt termini dels valors de la volatilitat del mercat spot.
En primer lloc, s’ha introdu¨ıt el funcionament actual del mercat ele`ctric espanyol, ja que e´s ba`sic tenir una
idea general de la regulacio´ i l’activitat del marc on s’apliquen els ca`lculs estad´ıstics. Tot i que el mercat
ele`ctric te´ certes caracter´ıstiques semblants a les del mercats financers, alhora, te´ una quantitat considerable
de propietats que no so´n comparables. A l’hora de comptabilitzar el risc i de planificar la seva estrate`gia, les
empreses ele`ctriques han de tenir en compte l’existe`ncia del mercat intradiari, de les regulacions secunda`ria
i tercia`ria o el fet que e´s impossible emmagatzemar l’electricitat.
Seguidament, s’ha dut a terme una ana`lisi estad´ıstica de la mitjana dia`ria del preu de la cassacio´ en el
mercat diari spot a Espanya. En aquesta ana`lisi, s’ha deixat consta`ncia de l’estacionalitat present en la se`rie
i del pes que tenen algunes variables de mercat com, per exemple, la demanda casada.
No obstant, en ser l’objectiu del treball els models condicionalment heterosceda`stics, s’ha posat me´s e`mfasi
en la posterior ana`lisi dels residus generats per l’equacio´ de la mitjana, e´s a dir, l’equacio´ del preu mig diari de
l’electricitat. Aquests residus provinents d’un model de previsio´ que combina xarxes neuronals, Box-Jenkins
i regressio´ lineal no tenen perque` tenir les mateixes caracter´ıstiques que els rendiments que s’obtenen en els
mercats financers, com s’ha vist en el cap´ıtol anterior. Concretament, s’ha observat prese`ncia de cues pesades
i d’exce´s de kurtosis en la distribucio´ dels residus, si es compara amb una distribucio´ normal. No obstant
l’efecte leverage present en la majoria de se`ries financeres, no fa acte de prese`ncia en els residus analitzats.
En la part principal del projecte s’ha dut a terme la presentacio´ de models provinents de les famı´lies
GARCH i SV. Aquestes dues so´n les principals famı´lies de models condicionalment heterosceda`stics. La
principal difere`ncia e´s que en els models GARCH, la volatilitat σt e´s funcio´ de les observacions passades de la
se`rie i, en canvi, en els models SV σt e´s funcio´ d’un proce´s estoca`stic no observable, normalment, un proce´s
estoca`stic autorregressiu.
Per analitzar la bondat d’ajust dels models no es pot comparar el valor real de la volatilitat amb el previst,
ja que no es pot observar. No obstant, es defineix una variable proxy, la rolling daily volatility. D’aquesta
manera es poden comparar els valors estimats i previstos de volatilitat amb el valor d’aquesta variable.





Aquesta variable ha de ser i.i.d segons la distribucio´ suposada (gaussiana o t-student) i e´s la que s’usa per a
comparar la bondat d’ajust dels diferents models.
Primerament, s’han analitzat els models de la famı´lia GARCH. Els models estudiats han estat ARCH,
GARCH, IGARCH i EGARCH i cadascun d’ells ha estat analitzat sota la suposicio´ d’una distribucio´ gaus-
siana i d’una distribucio´ t-student. El model ARCH e´s el model me´s antic i nome´s depe`n del quadrat dels
residus passats comesos en l’equacio´ de la mitjana. El seu ajust no e´s acceptable per cap dels quatre models
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provats, tot i que els dos que usen set para`metres tenen un millor comportament. En canvi, els models
GARCH i IGARCH tenen un ajust considerablement millor que els ARCH. Els models GARCH i IGARCH
(amb distribucio´ gaussiana i t-student) seran analitzats me´s endavant. El model EGARCH esta` dissenyat
per a representar l’efecte leverage present en les se`ries financeres. No obstant, com s’ha comentat, el fet que
els residus de l’equacio´ de la mitjana siguin positius o negatius no influencia en la seva magnitud. Per tant,
aquest model no te´ sentit i s’ha observat com els para`metres referents a aquesta propietat no so´n significatius.
Seguidament, s’han analitzat dos models de la famı´lia SV. El model ARSV te´ una bondat d’ajust acceptable
i el model RWSV tot i usar menys para`metres i imposar φ = 1 tambe´ te´ un bon ajust. Els valors de volatilitat
d’ambdo`s models so´n semblants i posteriorment, tots dos seran comparats amb els millors models de la famı´lia
GARCH.
Finalment, l’u´ltim model provat s’anomena Spline-GARCH. Com ja s’ha dit, el model original esta` pensat
per a estimacions de volatilitat a mig termini, pero` ha estat adaptat per al curt termini, eliminant algunes
variables que feien refere`ncia a variables macroecono`miques. Tambe´ e´s analitzat a continuacio´ amb me´s detall
i comparat amb els millors me`todes.
Un cop presentats tots els models, s’han comparat les previsions a un dia de dues mostres, in-the-sample i
out-of-the-sample. Per a aquesta segona mostra, la me´s important a efectes pra`ctics, s’ha vist que els models
RWSV i Spline-GARCH so´n els dos millors, sense observar cap difere`ncia significativa entre ells. A me´s, el
model ARSV e´s millor que els models GARCH i IGARCH, tan assumint distribucio´ gaussiana com t-student.
Tambe´ s’ha vist que en la famı´lia GARCH, no hi ha difere`ncies significatives entre el fet d’assumir una
distribucio´ gaussiana o de t-student. Finalment, tambe´ s’ha observat que els pitjors models so´n l’ARCH(4) i
l’ARCHt(3).
En canvi, en un horitzo´ me´s llunya`, el me`tode RWSV perd certa qualitat en la previsio´ i el model Spline-
GARCH es diferencia com el millor me`tode. A me´s, els models de la famı´lia GARCH es posen al nivell dels
me`todes SV en augmentar l’horitzo´ de previsio´, per la mostra out-of-the-sample.
Pel que fa als valors previstos en la mostra in-the-sample, el millor model e´s amb difere`ncia Spline-GARCH.
Pel que fa a la resta de models, la seva avaluacio´ i comparacio´ no esta` molt clara. Els models de la famı´lia
SV continuen reportant errors menors que els de la famı´lia GARCH en la majoria de instants. No obstant,
els models ARSV i RWSV fallen quan els valors de la volatilitat so´n me´s elevats i aixo` provoca que l’EQM
d’aquests models sigui me´s elevat que els GARCH. Per tant, es pot concloure que els models GARCH
representen millor valors elevats de volatilitat i els models SV tenen un millor comportament en els valors
me´s baixos i, alhora, comuns de volatilitat.
En refere`ncia als residus estandarditzats, s’han analitzat diversos estad´ıstics i realitzat alguns tests, com
per exemple, el test de Ljung-Box per el quadrat dels residus estandarditzats o els valors mostrals de skewness
i kurtosis.
En el test de Ljung-Box, el model Spline-GARCH obte´ els p-valors me´s alts amb difere`ncia. No obstant,
tots els models excepte l’ARCH(4) i l’ARCHt(3) passen el test per a deu retards. En canvi, destaca que el
model RWSV no passa el test per a quinze i vint retards.
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A me´s, s’han comparat la mitjana, l’skewness i la kurtosis dels residus estandarditzats. En aquest apartat,
es pot concloure que tots els residus estandarditzats de tots els models tenen mitjana estad´ısticament igual
a zero. Pel que fa a l’skewness, tot i que les dades tenen assimetria positiva significativament diferent de
zero, cap model aconsegueix reproduir aquesta assimetria. En canvi, per a la kurtosis, alguns models s´ı que
aconsegueixen reproduir la de les dades. En aquest cas, els millors models so´n els de la famı´lia GARCH que
assumeix una distribucio´ t-student.
D’altra banda, s’ha computat la mitjana dels valors de volatilitat estimats per cada model amb l’objectiu
de comparar-la amb la desviacio´ esta`ndard de les dades. S’ha comprovat com els models GARCH s’aproximen
considerablement al valor mostral, mentre que els models SV i Spline-GARCH estimem valors inferiors.
Un altre aspecte a tenir en compte en l’eleccio´ definitiva e´s el valor dels moments teo`rics dels models. Pels
models ARSV i GARCH ha estat possible fer aquesta comparacio´. En el cas de la varia`ncia, s’ha comprovat
com es pot suposar que la varia`ncia teo`rica de les dades e´s la teo`rica del model GARCH. En canvi, no succeeix
el mateix amb la del model ARSV. Pel que fa a la kurtosis, el valor teo`ric del model ARSV e´s me´s proper a
la mostral de les dades. No obstant, no es pot acceptar per cap dels dos models que la kurtosis teo`rica e´s la
de la mostra. Finalment, tambe´ s’ha analitzat l’ACF dels residus i s’ha observat que cap dels dos me`todes
s’aproxima correctament als valors mostrals de les dades.
Finalment, observant les previsions de cada model i els valors estimats s’han extret les segu¨ents conclusions.
Concretament, per als valors estimats:
• El me`tode Spline-GARCH e´s el que s’ajusta me´s als valors de la variable proxy, amb difere`ncia.
• Els models de la famı´lia SV tenen un millor ajust que els GARCH.
• El comportament del model ARSV i RWSV es ide`ntic.
• Els models de la famı´lia GARCH sobreestimen la volatilitat, e´s a dir, els valors previstos gairebe´ sempre
so´n superiors als de la proxy.
• El model GARCH (GARCHt) i IGARCH (IGARCHt) estimen valors molt semblants, probablement
degut a que els para`metres del model GARCH α+ β ' 1.
• Els models ARCH so´n els que pitjor ajusten les dades. Tal com s’ha dit en la presentacio´ del me`tode,
tendeixen a estimar a l’alc¸a la volatilitat.
I per als valors previstos es presenten les segu¨ents conclusions, tot i que el nombre d’observacions usades
pot no ser suficient per a generalitzar-les amb seguretat. Notar que el joc de dades utilitzat mostra una
baixada forta de la volatilitat en els primers 20 dies, mantenint-se constant seguidament:
• El model Spline-GARCH e´s el que millor s’ajusta als valors de la variable proxy.
• Tots els models GARCH sobreestimen la volatilitat.
• En els tres primers dies es produeix una forta baixada. Els me`todes que millor representen aquest
descens so´n els ARCH4 i ARCHt3. No obstant, estimen valors me´s elevats que els de la proxy.
• Els models SV preveuen volatilitats molt constants en un interval de temps on els valors de la proxy
so´n molt variables.
85
Com a conclusio´, es pot acceptar que el millor model e´s Spline-GARCH. No obstant, el model estimat
necessitava set para`metres (2 del model GARCH i 5 de propis). Aixo` significa que el model ARSV o el
model RWSV so´n candidats a realitzar bones previsions de volatilitat a curt termini, tot i que en el cas
del model RWSV a un o dos dies d’horitzo´ com a molt. Tot i aixo`, cal recordar que una de les aplicacions
pra`ctiques d’aquest treball e´s preveure la volatilitat per a usar-la en el mercat de futurs. Per a tal u´s, e´s
necessari fer previsions en un horitzo´ de com a mı´nim una setmana. Per tant, definitivament, el model elegit
e´s Spline-GARCH.
Futur treball. Donats els residus del model de preus del mercat ele`ctric, les possibilitats del present
projecte eren mu´ltiples. De fet, molts altres me`todes, me´s elaborats i me´s moderns, haurien d’haver estat
provats. No obstant, com a continuacio´ d’aquest present estudi, es recomenaria aprofundir en els segu¨ents
camps:
• Realitzar l’estudi de Spline-GARCH pero` usant com a base els coeficients obtinguts amb el me`tode
GARCHt, IGARCH o IGARCHt.
• Analitzar el comportament de me`todes me´s sofisticats de la famı´lia SV o GARCH.
• Analitzar un per´ıode major de previsions on es donessin situacions mu´ltiples (preus de combustibles
elevats, alta variabilitat en la produccio´ eo`lica,...)
• Comparar els valors estimats i previstos amb altres proxys usades normalment en la literatura financera.
• Seria interessant desenvolupar un me`tode basat en les variables que marquen el preu del mercat i
comparar-lo directament amb aquests models.
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